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Einleitung

Der erste Teil der Vorlesung behandelt Automatentheorteformale Sprachen. Die behan-
delten Konzepte formaler Sprachen und der Automatenthédden eine wichtige Grundlage
z.B. fur den Ubersetzerbau, den Schaltkreisentwurf odeTektverarbeitung. Im zweiten Teil
beschaftigt sich die Vorlesung mit der Aussagenlogik.

Die Inhalte des ersten Teils der Vorlesung kdnnen zu grofédanTin zahlreichen Lehrbiich-
ern, die eine Einfihrung in die Theoretische Informatik amh der Themenkomplexe for-
male Sprachen und Automatentheorie zum Ziel haben, nas$gelwerden. Eine Auswabhl
an Lehrbichern, die den Inhalten der Vorlesung am nachstemien, ist:

1. A. Asteroth, C. BaierTheoretische Informatik. Eine Einfihrung in Berechenkdrk
Komplexitat und formale Sprachen mit 101 BeispielBearson Studium, 2002. (In der
SLUB koénnen einige Exemplare ausgeliehen werden.)

2. H. R. Lewis and C. H. PapadimitriokJements of the Theory of ComputatidPrentice
Hall, 1998.

3. J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullmamtroduction to Automata Theory, Languages,
and ComputationAddison Wesley, 3.Auflage, 2007.

4. U. Schoning,Theoretische Informatik kurz gefal3pektrum Akademischer Verlag, 4.
Auflage, 2000.

5. T. Sudkampl.anguages and Machines. An Introduction to the Theory of @iiaar Sci-
ence Addison Wesley, 3. Auflage, 2006.

6. . WegenerTheoretische InformatikB.G. Teubner, 1993.

Es gibt ebenfalls zahlreiche Biicher, die sich mit mathesohér Logik und deren Anwendun-
gen in der Informatik befassen und in denen die Inhalte deleSang zum Themenkomplex
Aussagenlogik wiederzufinden sind. Wir erwahnen hier (phabetischer Reihenfolge) zwei
Standardwerke, in denen Teile der Vorlesung nachgelesetew&bnnen.

1. Steffen HélldoblerLogik und Logikprogrammierunigolleg Synchron Publishers, 3. Au-
flage, 2003.

2. Uwe SchoningLogik fir InformatikerSpektrum Verlag, 5. Auflage, 2000.

Die Vorlesung setzt Kenntnisse tber die Module Algorithmmed Datenstrukturen, Program-
mierung, sowie Mathematik voraus, wie sie in den betre#ericehrveranstaltungen fur Studierende
der Informatik, Medieninformatik und Informationssysteichnik an der TUD vermittelt wer-

den.



Das griechische Alphabet. Haufig werden griechische Buchstaben zur Bezeichnung mathe
matischer Objekte verwendet. Um eine Vorstellung zu veenit was die einzelnen Zeichen
bedeuten und wie sie ausgesprochen werden, istin Abbiltidiag griechische Alphabet aufge-
listet. Die Symbold’, A, ©, A, =, L, Y, ®, ¥ und Q sind griechische Gro3buchstaben. Alle
anderen Symbole sind Kleinbuchstaben.

x alpha L iota o rho

B beta K kappa o,z sigma
Y, T gamma A A lambda T tau

5, A delta w mu v, Y upsilon
€, € epsilon v nu b, @, @ phi

¢ zeta &, = Xi X chi

n eta o] 0 Vv,V psi
0,9,0 theta T, @, pi w, Q omega

Figure 1: Das griechische Alphabet



1. Teil: Formale Sprachen und Automatentheorie

Formale Sprachen und Automatenmodelle

Formale Sprachen und Automatenmodelle wie endliche Autemader Kellerautomaten haben
zahlreiche Anwendungen in der Informatik. Zu den wichegstzéhlt der Compilerbau. Das
Grobschema der ersten Phasen des Ubersetzungsvorgangstbtldung 2 skizziert.

| Quellprogrammh

Scanner lexikalische Analyse
liefert eine Folge von Grundsymbol
1
Parser. syntaktische Analyse
liefert einen Strukturbaum

7

semantische Analyse
maschinenunabhéangige Optimierung
Codeerzeugung und -optimierung

[1%)
>

Programm in Maschinenspraqhe

Figure 2: Grobschema des Ubersetzungsvorgangs

Das Ziel derexikalischen Analysist die Erkennung und Codierung dérundsymboleowie
die Ausblendung bedeutungsloser Zeichen und Zeichemk@ttB. Kommentare und Leerze-
ichen). Man unterscheidet vier Arten von Grundsymbolen:

Schlusselwoérter:  z.B.F, THEN, BEG N, etc.,

Spezialsymbole: z.B<, +, ;, etc.,

Identifier: vom Benutzer gewéhlte Namen fur Variablen, Paagmodule, etc.
Literale: vordefinierte Bezeichner fir Werte gewisser Dgtpen z.B. Zahlen.

Fur Schlusselworter und Spezialsymbole ist keine spezighezifikation notwendig, sie kon-
nen explizit vorgegeben werden. Anders verhélt es sich writ ldientifiern und Literalen.
Diese werden durctegulare Sprachespezifiziert. Zu den unterschiedlichen Formalismen zur
Darstellung reguléarer Sprachen zéahlen Syntaxdiagramegalare Ausdriicke, regulare Gram-
matiken und endliche Automaten. Auf diese Formalismen emndir in Kapitel 2 eingehen.

Das Programm geht als Folge von Grundsymbolen aus der lesxkan Analyse hervor. In
der syntaktischen Analysgeht es darum, die Struktur des Programms zu erkennen uad ein
abstrakte Baumstruktur des Quellprogramms zu erstellegzuDvird einParserverwendet,
d.h. ein Analysealgorithmus, der die syntaktische Kohekttdes Programms (reprasentierende
Folge von Grundsymbolen) bzgl. der syntaktischen Regeéngder Programmiersprache zu-
grundeliegen, pruft. Die zulassige syntaktische Struétung von Programmen einer héheren
Programmiersprache wird durch eine (deterministikon}extfreie Grammatilestgelegt. Beispiel-
sweise kbnnte man die Konstrukte einer an unsere Algoritisprache anlehnenden impera-
tiven Sprache durch Regeln wie in Abbildung 3 angeben. ImcAhss an die syntaktische



Analyse findet diesemantische Analys&att, deren Aufgaben sehr vielféltig sind (Erstellen
eines Definitionsmoduls, Prifung von Typvertraglichk@iperatoridentifikation, etc.).

Stmts — Assignmen# CondStm4 Loop‘ StmtsStmts‘
Assignment — Variable := Expr

CondStmt — | F BOolEXprTHEN StmtsF| ’
Loop — WHILE BoolExprDOStmmJ}
REPEAT StmtsUNTI L BooIExpr‘
BoolExpr — Expr< Expr’ Expr < Expr‘
BoolExpr/A BooIExpr‘ ﬂBooIExpr}

Figure 3: Grammatik fir Programme einer Pseudo-Programsprigche

Die theoretischen Grundkonzepte von kontextfreien Sgnaeterden wir in Kapitel 3 behan-
deln. FUr deren Einsatz im Kontext des Compilerbaus sowtailBezur semantischen Analyse,
Codegenerierung und Codeoptimierung verweisen wir auegangen zum Thema Compiler-
bau.

Grammatiken versus Automaten. Ein wesentlicher Aspekt ist die Beziehung zwischen den
verschiedenen Sprachtypen und Automatenmodellen (éredAaitomaten, Kellerautomaten,
Turingmaschinen). Wahrend die Spezifikation einer form&erache mit Hilfe einer Gram-
matik die Regeln festlegt, die ein Benutzer anwenden danf\Widrter der Sprache zu bilden
(z.B. den Programmcode zu formulieren), dienen die Autemats Sprachakzeptoren. Die
wesentliche Aufgabe des Automaten besteht darin, zu pridlerein gegebenes Eingabewort
zu einer z.B. durch eine Grammatik gegebenen Sprache gdbiége Fragestellung taucht in
natirlicherweise im Kontext von Ubersetzern auf, da dorpdifen ist, ob der vom Benutzer
verfasste Quellcode (das Eingabewort) den syntaktisclegelR der betreffenden Program-
miersprache (spezifiziert durch eine Grammatik oder eintégliagramm) entspricht. Tat-
séchlich basiert die Funktionsweise eines Scanners aefmendlichen Automaterdie eines
Parsers auf einetdellerautomaten

Grundbegriffe flr formale Sprachen

Bevor wir auf das formale Konzept von Grammatiken eingelfesgsen wir einige Notationen
fur Sprachen und Worter zusammen, die teilweise bereitelinrvhithematik-Vorlesung einge-
fuhrt wurden, und im Verlauf der Vorlesung haufig benutztareesr.

Alphabet. Ein Alphabetbezeichnet eine endliche nicht-leere Menge. Die Elemeintese
Alphabets werden haufigeichenoder Symbolegenannt. Alphabete bezeichnen wir meist mit



griechischen Grof3buchstaben wig“Sigma”) oderl" (“Gamma”). Wir schreibenX| fur die
Anzahl an Elementen iR.

Wort. Einendliches WortiberX, kurz\Wortgenannt, ist eine endliche (eventuell leere) Folge
von Zeichen inX, also von der Formu; as...ay, wobeik € N und{ay,...,ax} C X. Fur den
Sonderfallk = 0 erhalt man dakeere Wort welches mit dem griechischen Buchstabkdtep-
silon”) bezeichnet wird.

Die Langeeines Wortsw ist die Anzahl an Zeichen, die in ihm vorkommen, und wird mit
bezeichnet. Das leere Wort hat also die Lange 0 (/h= 0). Allgemein giltja; as...ax| =k.

Sindw =aj...q undu = b;...b,, Worter tiberZ, so bezeichnetv o u, oder kurzwu, das
Wortaj...axb1...by, welches sich durch das Hintereinanderhangenvamdu ergibt. Man
spricht auch von defonkatenatiorvonw undu.

Seienw = aj...ax undu ="bi...b,, Worter Uberx.

e w wird Prafix vonu genannt, falls es ein Wortmit w = wv gibt.
e w heil3tSuffixvonu, falls es ein Worb mit u = vw gibt.

e w heil3tTeilwortvonu, falls es Wortew undx mit u = vwx gibt.

Der Fallv = ¢ (bzw. x = ¢) ist dabei zugelassen. Also ist jedes Wort sowohl| Prafix atha
Suffix (und auch Teilwort) von sich selbst. Ebenscigugleich Prafix und Suffix jedes Worts.
Weiter ist klar, dass jedes Préafix und jedes Suffix wonugleich ein Teilwort vonu ist. Ein
Wort w mehrfach als Teilwort vow vorkommen, z.B. hatv = 01 drei Vorkommen in. =
1101110101. Wir sagen, das® ein echtesPrafix vonu ist, fallsw £ u undw Prafix vonu ist.

In Analogie hierzu ist der Begriff “echtes Suffix” definiefEin Wort w wird echtes Teilwort
vonu genannt, fallsv ein Teilwort vonu ist undw # u.

Die Menge aller Worter Uber einem Alphabet. X* bezeichnet die Menge aller Worter Gber
¥, einschliesslich dem leeren WartDie Bezeichnung. ™ wird fuir die Menge aller nichtleeren
Worter UberZ verwendet. Also:

It = 2\ {e}
Ist k € N, so schreiben wiL* fiir die Menge aller Wortew € £* der Langek. Also 20 = {¢}
undZ* ={aj...ax:a; € L,i=1,... k} fir k > 1. Offenbar gilt:

TF = Uzk und =t = Uzk
k>0 k>1

Mit X ist auch jede der Mengen* endlich. Genauer gilt: iSE| = n, so ist|Z¥| = n*. Die

MengenZ* und X" sind jedoch unendlich, da es zu jed&na N, k > 1, ein Wort der Langé
in Z* (und Z*) gibt. (Beachte, dass Alphabete als nicht-leer vorausgeserden.)



Sprache Uber einem Alphabet. Eineformale Sprachekurz Sprachegenannt, Gber einem
AlphabetX ist eine beliebige Teilmendevon Z*.

Man beachte, dass alle Sprachen abzahlbar sind. Ist n&mé&ohAlphabet (also eine endliche
nicht-leere Menge), so ist* als abzahlbare Vereinigung der endlichen Mengé&nk > 0,
abzéahlbar. Somit ist jede Teilmenge vbh, also jede Sprachke lberZ, ebenfalls abzéhlbar.

Zur Erinnerung: eine Mengk heildtabzéahlbar falls X = @ oder es eine surjektive Abbildung
h:N— Xgibt. Isth: N — X surjektiv, so werden durch die unendliche Fakgé),h(1),h(2),...
alle Elemente auX aufgezahlt (eventuell manche Elemente mehrfach). Abzékdit vonX ist
gleichbedeutend damit, daXsntweder endlich ist oder es eine bijektive AbbilddnX — N
gibt. Aus den Mathematik-Vorlesungen ist bekannt, dass BEdilmengen einer abzahlbaren
Menge abzahlbar sind und abzahlbare Vereinigungen aka@nlbengen wieder abzahlbar
sind. Beispiele fur abzahlbare Mengen sind alle endlichemdén, die Meng& der nattir-
lichen Zahlen, aber auch die Men@eder rationalen Zahlen. Beispiele fiberabzahlbare
Mengen, d.h., Mengen, die nicht abzahlbar sind, sind dieddéh der reellen Zahlen, die
Potenzmenge™von N oder auchNY. Hier sowie im Folgenden bezeichnet gie Potenz-
menge vorX.

Operatoren fur Sprachen. Zu den Ublichen Verkntipfungsoperatoren fur Spradhdn, L,
uberX zahlen Vereinigund ;1 UL,, Durchschniti_ ;N Ly, Komplement_ sowie Konkatenation
L1 0L, und Kleeneabschlugds'. Die zuletzt genannten Sprachen sind wie folgt definierierse
L, L1,L> Sprachen Ubex.

def

e DaskKomplementon L ist durchL = £*\ L gegeben.

e Konkatenationl oLy, oder kurzl,1L,, bezeichnet die Menge aller Worterx,, welche
sich durch Konkatenation eines Woxts€ 1 und eines Worts, € [, ergeben:

Lioly = L[11 « {X1X22X1€L1,X2€L2}

e Die Sprachei.™ fur n € N sind wie folgt definiert:
LO d:ef {8} LTH—l d:ef LOLTI

Furn > 1 giltalsow € L™ genau dann, wenw die Formw = x1xo...xn, Mit{x1,...,xn} C
L hat.

e DerKleeneabschlussonL ist durch
[* LJ e
n>0

definiert. Man spricht auch manchmal von d8ternoperatarDie Elemente vom.* sind
also genau diejenigen Worter, die sich durch Aneinandeumdivon einer beliebigen
endlichen Anzahl (eventuell 0) von Wortern dusrgeben. DePlusoperatorist durch

=gy
n>1

definiert. Beachte, dass stets L* gilt. Dagegen gilt € L™ nur dann, wenn € L gilt.
Daher giltL™ = L*, fallse € L, undL" = L*\{¢}, fallse ¢ L.



Beispielsweise kann man die Menge von naturlichen Deziamddn ohne fihrende Nullen
durch die Sprache

Lpezimalzani = {0} U {1,2,...,90{0,1,2,...,9*

Uber dem AlphabeX ={0,1,2,...,9charakterisieren.

Neben den Ublichen Gesetzen der Mengenalgebra (z. B. Koativitét und Assoziativitat flr
Vereinigung und Durchschnitt) gelten z. B. folgende Geséir die Konkatenation. Dabei sind
L1, Ly, K beliebige Sprachen.

(LiULy)K = LK U LK {e} K = K{e} = K
K(LiULy) = KL U KLy oK = Kg = g

Weiter gilt fur den Kleeneabschluss und Plusoper&tor= (K\ {e})* = KT U{e} undK* =
KK* = K*K.

Abgeschlossenheit unter Verkniipfungsoperatoren. Sei & eine Klasse von Sprachen. Die
KlasseR ist unter der Vereinigung abgeschlossen, falls fur je zvpea&hen; undL; gilt:

FallsL; € RundLl, € &, soistaucH.1ULs € .

Dabei kann man o. E. annehmen, déssund L, dasselbe Alphabet zugrundeliegt. Sind
[, € X7 undL, C X5, dann betrachten wir das Alphaket= 2, U X, und fasserly, L, und

L1 UL, als Sprachen tiber dem Alphatietuf. Entsprechende Bedeutung haben die Begriffe
Abgeschlossenheit unter Durchschnitt, Komplement, Kterkaion oder Kleeneabschluss.



1 Grammatiken

Grammatiken geben Regeln vor, nach denen Worter einer ISpi@generiert werden kdnnen.
Die Grundidee ist einfermersetzungsprozedsei dem einzelne Zeichen oder Zeichenketten
— gebildet aus Terminalzeichen und Hilfsvariablen (Niehttinalen) — durch andere Worter
ersetzt werden dirfen bis ein Wort entsteht, das ausstibhelerminalzeichen enthélt. Die
Terminalzeichen sind die Symbole der Sprache. Beispiet®mwgird man die Symbole ¥+,
"—"0,...,9 als Terminalzeichen verwenden, um ganzzahligeiialzahlen zu spezifizieren.

Beispiel 1.1 (Spezifikation fur “Identifier”). Bevor wir die formale Definition einer Gram-

matik angeben, erlautern wir die Grundidee an einem eiefa&eispiel. Viele Programmier-

sprachen lassen als Identifier genau diejenigen Worterizuaws einer beliebig langen Ze-
ichenkette, gebildet aus Buchstabe/b, ...,z sowie den Ziffern 0,1,...,9 bestehen und mit
einem Buchstaben beginnen.

Jederdentifierbesteht aus eineBuchstabengefolgt von
beliebig vielenBuchstabemderZiffern.

Mit den Operatorer (Konkatenation), Vereinigung und dem Kleeneabschlussi&imwir die
Identifier durch die Sprache
Ligt = B o (BU3)"

charakterisieren. Dabei i$6 = {a,b,...,z} die Menge (endliche Sprache) der Buchstaben
und3 = {O, 1,..., 9} (Wir nehmen hier an, dass der Begriff “Buchstabe” im Sinn Ugdlein-
buchstabe” verwendet wird.) Alternativ kdnnen Wjg durch die in Abbildung 4 angegebenen
Regelndarstellen.

Idf — BA

A — ¢|BA|ZA
B — a|blc]|...|z
Z — 0]1]|2]...]9

Figure 4: GrammatikG gt

Intuitiv stehtldf flr eine Variable, die Gber alle Identifier quantifiziert,iwénd das Symbo\

alle Zeichenketten reprasentiert, die aus Buchstaben ifiiedriZgebildet werden (einschliellich
der Zeichenkette der Lange 0, die wir durch das leere \Wogprasentieren). Die SymboBk
und Z stehen intuitiv fir alle Buchstaben bzw. Ziffern. Die erRiegelldf — BA besagt, dass
wir einen Identifier erhalten, indem wir zuerst einen Buahsh wahlen und an diesen ein aus
dem SymbolA hergeleitetes Wort hangen. Die zweite Zeile ist eine Kurasibweise fur die
drei RegellA — ¢, A — BA undA — ZA. Diese drei Regeln erlauben es, das Symbdurch
eines der drei Woérter, BA oderZA zu ersetzen. Dieser Vorgang kann beliebig oft wiederholt
werden bis schliesslich alle generierteis und Z’'s durch konkrete Buchstaben bzw. Ziffern
ersetzt werden. n



Eine Grammatik besteht aus einer Menge von Variablen, auchttdrminale genannt, die
reprasentativ fur herleitbare Woérter stehen. Weiter gsbeiae Menge von Terminalsymbolen.
Dies sind die Zeichen des Alphabéis tiber dem wir eine Sprache definieren mdchten. Die
Regeln (auch Produktionen genannt) sind Pdarg), tblicherweise in Pfeilnotatior — y
geschrieben, wobet undy Worter gebildet aus Terminalzeichen und Variablen sinde Di
einzige Forderung ist, dass das Werauf der linken Seite mindestens ein Nichtterminal en-
thalt.

Definition 1.2 (Grammatik). Eine Grammatik ist ein Tupeb = (V,X,P,S) bestehend aus

e einer endlichen Meng¥ von Variablen(auchNichtterminalegenannt),
e einem Alphabet mit VNXI =g,
e einemStartsymbob € V,

e einer endlichen Meng® bestehend aus Paarény) von Worternx,y € (VUX)* mit
x ¢ X*, d.h.,x enthalt wenigstens eine Variable.

¥ wird auchTerminalalphabegenannt. Die Elemente vanhwerden alsTerminalsymboleder
Terminalzeichepoder auchlerminale bezeichnet. Die Elemente v@hwerdenProduktionen
oderRegelgenannt. Man nenit daher aucliProduktionssystewderRegelsystenRegeln der
Formx — ¢ werdens-Regeln genannt. Regeln der FoAm— B, wobeiA undB Nichtterminale
sind, werden auch Kettenregeln genannt. [ ]

Das Produktionssystem wird tiblicherweise nicht als MermgeWortpaaren angegeben. Stattdessen
wird eine Pfeilnotation verwendet. Ublich ist die Schredisex — y anstelle vonx,y) € P.
Entsprechend schreibt mans y, falls (x,y) ¢ P. Ferner ist

x = y1|yz2|...| yn

eine Kurzschreibweise fiir die Regedn= y1, x — Yo, ...,x — yn.t Wir werden im Folgenden
haufig auf die explizite Angabe der Komponentér undS einer Grammatik verzichten, son-
dern nur das zugehorige Produktionssystem angeben. Wienelen Grof3buchstab8pA, B, ...
fur die Nichtterminale und Kleinbuchstabenb,c,... am Anfang des (gewdhnlichen) Alpha-
bets fur die Terminalzeichen. Werden keine weiteren Angaj@nacht, dann it das Start-
symbol. Fiur Worter tbe¥ U Z verwenden wir meist Kleinbuchstaben wigv, w,x,y,z am
Ende des Alphabets.

!Die Backus-Naur-Form, kurz BNF, ist eine weit verbreitegataktische Notation, um Produktionssysteme
fir Grammatiken anzugeben. Neben der oben erlautertertidlota — y1 |yz| ... | yn stellt die BNF noch
weitere Kurzschreibweisen zur Verfiigung. Eckige Klamnsteten fiir Optionen, geschweifte Klammern stehen
fur beliebig viele Wiederholungen, d.h.,

x — uvlw stehtfir x — uw ‘ uvw
x — u{viw stehtfir x — uBw, B— ¢ ]v ] vB,

wobei B eine neue Variable ist. Ferner ist in der BNF-Notation diewndung des Symbols “::=" anstelle des
Pfeils “—" gebrauchlich.



Beispiel 1.3 (Die Grammatik Gigf). Zunachst machen wir uns die formale Definition einer
Grammatik am Beispiel der Regeln fur Identifier klar, siengb#dung 4 auf Seite 8. Die
Variablenmenge is¥ ={S, A, B, Z}, wobeiS = Idf. Das Startsymbol is§ = Idf. Das Terminal-
alphabet ist die Menge der (Klein-)Buchstaben und Ziffelsp~ = {a,b,...,2,0,1,...,9.
Die oben angegebenen Regeln stehen fir das Produktiosissyst

P = { (S,BA), (Ae), (A,BA), (A,ZA)
(B,a), (B,b), (B,z)
(2,0, (z,1, ..., (2,9 }

In Pfeilnotation entspricht dies den Regéln» BA, A — ¢|BA|ZA undB — a|b]...|z
sowieZ — 0[1]...]|9. n

Das Anwenden einer Regel bedeutet, dass man in einem dezegesleiteten Wort das Teilwort
x auf der linken Seite einer Regel— y durch das Worty auf der rechten Seite ersetzt. Dies
wird durch eine Relatios> bestehend aus Wortpaaren tiber dem Alph&bet formalisiert.
Ublich ist die Schreibweisa = v anstelle vor{u,v) € =.

Definition 1.4 (Her-/Ableitungsrelationen=- und =*). SeiG = (V,%,?,S) eine Grammatik.
Die Relation=- ist wie folgt definiert. Seiemt undv zwei Worter Uber dem Alphabatu X.
Dann giltu = v genau dann, wenn es Woértery, w, z € (VU ZX)* gibt, so dass

U = wWxz, Vv = wyz, X—Uy.

Die Herleitungsrelationvon G (auchAbleitungsrelatiorgenannt)=* bezeichnet die reflexive,
transitive Hille von=-. Diese ist wie folgt definiert. Sind,v € (VUZX)*, so gilt

u="v
genau dann, wenn es eine Folgguy,...,u, von Worternu; € (VUZX)* gibt, so dass
Up=U = U] = U2 = ... = Up_1 = Up =V.

Man spricht auch von einer Herleitung (oder Ableitung) woausu. Die Langeeiner Her-
leitung ist durch die Anzahl an Regelanwendungen gegebdrgeerleitung hat also die
Langen. Der Spezialfalh = 0 ist zugelassen. Es gilt also="* u fur alle Worteru € (VU X)*.
FallsS =* v (wobei$ das Startsymbol ist), so sagen wir, dass G herleitbar ist. |

Es gilt alsou = v genau dann, wennausu durch Anwendung genau einer Regel hervorgeht,
d.h., wenn es eine Regel— y gibt, so dassy ausu entsteht, indem ein Vorkommen von

in u durch das Worty ersetzt wird. Weiter gilit =* v genau dann, wenn sichausu durch
Anwenden von beliebig vielen (null oder mehreren) Regebnagrgeben kann. Das Symbol
= bezeichnet also die “Ein-Schritt-Herleitungsrelatiowdhrend=-* fur die “Mehrschritt-
Herleitungsrelation” steht.

Zur Verdeutlichung, welche Grammatik zugrundeliegt, aietien wir manchmal die Symbole
= und=-* mit der betreffenden Grammatik, d.h., wir schreiben an rhancStellen auck>g
statt=- und=-¢, statt=-*. Vereinzelt verwenden wir auch die Schreibweise ¢ y stattx — vy,
um zu verdeutlichen, dass es sich hierbei um eine Regel den@atikG handelt.
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Beispielsweise hat die Grammatikg; fur “Identifier” in Abbildung 4 auf Seite 8 folgende
Herleitung des Wort46.

l[df = BA = BZA = BZZA
= BZZ = bZZ = b4Z = b46

Daher giltldf =* b46.

Definition 1.5 (Erzeugte Sprachel(G)). SeiG = (V,X,P,S) eine Grammatik. Die durct
erzeugte Sprache

L£(G) £ {wez :S="w)

besteht aus allen Wortesm € £*, die sich aus dem Startsymbi®hbleiten lassenl (G) wird
haufig auch die vois definierteodergenerierteSprache genannt. [ ]

Wir betrachten die Grammati&,4 in Abbildung 4 auf Seite 8. Die erzeugte Spradhés g )
ist — wie erwartet — die Sprache bestehend aus allen Zeieltenk die mit einem Buchstaben
beginnen und dann mit einem beliebig langen (eventuekigaiNort — gebildet aus Buchstaben
und Ziffern — enden. Aufgrund der einfachen Struktur dem@raatik G,g; kann diese Aussage
zwar als offensichtlich angesehen werden. Dennoch wolleexemplarisch am Beispiel einer
vereinfachten Versiok von G g4 erlautern, wie der Nachweis, dass die erzeugte Sprache eine
Grammatik mit einer gegebenen Sprathébereinstimmt, erbracht werden kann. Grammatik
G verwendet nur zwei Termimale (anstelle aller Buchstaben) urid (anstelle aller Ziffern)
und die NichtterminaleS§ (stattldf), A undB (wie in G\gs) und C (stattZ). Die Regeln vorg
sind wie folgt:

S — BA B —- b

A — €¢|BA|CA C — ¢
Die Behauptung ist nun, dag{G) = {bx : x €{b,c}" }.

“D” Zu zeigen ist, dass jedes nicht-leere Wartiber dem Terminalalphab&t dessen erstes
Zeichen ein Symbab ist, eine Herleitung irG besitzt. Hierzu gentigt es eine Herleitung
vonw in G anzugeben. Sev = bx, wobeix =d;...dy mit d; € {b,c}. Furie{1,... k}
sei

D, — 4B fallsd; =b
Y1 C o fallsdi=c

Durch Anwenden der Regethi— BA und A — D; fur i =1,2,... k und schliesslich
A — ¢ sowie die Regel3 — b undD; — d; furi=1,2,...k erhalten wir folgende
Herleitung vorw in G:
S = BA = BD;A = BD;DA = ... = BDiD,...D}A
= BD1D5...Dy = bD1D2...Dy = ... = bd1DyD3...Dy
= bdidoD3...Dy = ... = bdidy...dy = w

“C” Zu zeigen ist, dass alle awsherleitbaren Worter ber dem Terminalalph&let} nicht-
leer sind und mit dem Symbdal beginnen. Der Beweis hierflr kann erbracht werden,
indem man folgende Eigenschatft fiir alleGnherleitbaren Woérter tbdA, B, C}U{b,c}
nachweist.
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AusS =*y € ({A,B,C}u{b,c})* folgty = uvy...vi_1dyg, wobeik > 1 und

() ue{Bju{b}
(i) vi,...v1€{B,CIU{b,c}
(i) vk €{A,B,C}u{b,c}.

Diese Aussage kann durch Induktion nach der Lange eineeitlerty vony ver-
ifiziert werden. Ist nuny € £(G), so giltS =*y € {b,c}* und somitu = b und
V1,...,Vk—1,Vk € {b,c}.

12



