Definition 1.6 (Aquivalenz von Grammatiken). SeienGy = (V1,%Z,P1,51), Go = (Vo, Z, Po,
S,) zwei Grammatiken mit demselben Terminalalphahe&, und G, heiReréquivalent falls
L(G1) = L(Gy). n

Beispiel 1.7 (Grammatik fur Identifier). Die GrammatikG,4s aus Abbildung 4 (Seite 8) ist
aquivalent zu der Grammatig/;; mit folgendem Produktionssystem.

S — aA|bA|...|zA

A — e|aA|bA|...|zA|0A|...|9A
Dabei istS’ das Startsymbol voG 4. m
Grammatiken und die zugehérigen Sprachklassen werdemwggchfolgender Definition klas-

sifiziert. Diese Klassisifizierung geht auf Chomsky (195@&)zk und wird daher als Chomsky
Hierarchie bezeichnet.

Definition 1.8 (Grammatik-/Sprachtypen der Chomsky Hierarchie). Sei G = (V,Z,P,S)
eine GrammatikG heif3t

e kontextsensitiedervom Typ 1wenn fur alle Regelx — y gilt: |x| < Jyl.

e kontextfreiodervom Typ 2 wenn alle Regeln die Form — y haben, wobelA eine
Variable undy ein beliebiges (eventuell leeres) Wort UBEU X ist.

e regularodervom Typ 3wenn alle Regeln von der Form
A —¢ oder A—a oder A— aB
sind, wobeiA, B Variablen (d.h.A,B € V) unda € X ein Terminalzeichen sind.

Werden keine Einschrankungen gemacht, so spricht man auckiger Grammatikom Typ
0. Fur Grammatiken, fur die das leere Wort ableitbar ist, wardir in Definition 1.12 einen
Sonderfall angeben, der weitere Grammatiken zur Klass&atgextsensitiven Grammatiken
(Typ 1) zulasst. Im Folgenden verwenden wir haufig die Abkiigz CFG flr die englische
Bezeichung “contextfree grammar”.

Eine Sprache vom Typist eine Sprachg, fir die es eine Grammatik vom Tyymit £(G) =L
gibt. Dabei isti € {0,1,2,3. Sprachen vom Typ 1 werden kontextsensitiv genannt. Sprach
vom Typ 2 heil3en kontextfrei, wahrend Sprachen vom Typ 3léegenannt werden. [ ]

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass jede Grammatikviypi (i = 1,2, 3) zugleich eine
Grammatik vom Typ 0 ist. Weiter ist klar, dass jede regularan®@natik zugleich kontextfrei
ist.

Beispiel 1.9 (Grammatiktypen). Wir betrachten Grammatiken mit dem Terminalalphabet
{a,b,c} und der Variablenmeng¢ = {S, A, B}. Folgende Grammatik ist vom Typ 0, aber nicht
vom Typ 1,2 oder 3.

S— AS|ccSb, AS—Sbb, cSb—c, cS—a,
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Folgende Grammatik ist kontextsensitiv, aber nicht kotfitei
S — aAb, aA — aAbc, Abc — aacc
Ein Beispiel fir eine kontextfreie Grammatik, die nichtué ist, ist
S—AB, A—aABb|e|bc, B—A.

Die Grammatik mit den Regeln
S—b, A= a‘a‘aA‘aS

ist regular. Die Grammatiks,4¢ aus Abbildung 4 auf Seite 8 ist zwar nicht regular; jedoch ist
sie aquivalent zu der regulédren Grammaiif; aus Beispiel 1.7. Daher ist die Sprache der
“Identifier” regular. ]

Eine informelle Erklarung fur die Begriffe “kontextsengitund “kontextfrei” ist wie folgt. Oft-
mals haben kontextsensitive Regeln die FarAw — uvw. Diese Regel erlaubt es, Variable
A im Kontext vonu undw durchv zu ersetzen. Man beachte jedoch, dass die Definition kon-
textsensitiver Grammatiken auch vollig andere Regelnsat)dlie dieser intuitiven Erklarung
nicht standhalten. So ist z.B. auch die RegaB — cAd legitim in Grammatiken vom Typ 1.
Mit der RegelaAB — cAd darf das WornAB durchcAd ersetzt werden, was einer Anderung
des Kontexts (statt einer kontextabhangigen Anderungpeicht. Der Begriff “kontextfrei”
erklart sich daraus, dass in Grammatiken vom Typ 2 die Nachiinale vollig unabhéngig vom
Kontext, in dem sie auftauchen, ersetzt werden durfen.

Beispiel 1.10 (CFG fur arithmetische Ausdriicke). Arithmetische Ausdriicke Gber den natir-
lichen Zahlen werden aus Konstanier N, Variablen vom Typ Integer und den Basisopera-
toren+ (Addition) undx (Multiplikation) gebildet. Zur Vereinfachung gehen wiehivon einer
festen endlichen Variablenmenge, ... x,} aus. Die Syntax vollstandig geklammerter arith-
metischer Ausdriicke kann durch eine kontextfreie Gram@gj beschrieben werden. Das
Alphabet der Terminalzeichen ist

r =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8)9) {x1,...,xn} U {+,%,(,) }.

Wir verwenden drei Nichtterminale: das StartsymBalnd NichtterminaleA, B zur Erzeu-
gung der Konstanten, dargestellt als Dezimalzahlen ohhesffidle Nullen. Die Regeln der
GrammatikGga sind:

S = Alxa|...|xn|(S+S)]|(S%S)
A — O0|1B|2B|...|9B
B — ¢|OB|1B|...|9B
Beispielsweise ist
S = (S+S)=((SxS)+S)

= ((x1*xS)+S)

= ((xa*x2)+S)

= ((x1%x2) +x3)
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eine Ableitung der Formet = ((x1*x2) +x3) in Gaa. Aus Gaa sind nur vollstandig geklam-
merte Audriicke herleitbar, nicht aber z.B. Ausdricke »ie x, + x3 (in der Bedeutung von
((x1 *x2) + x3)) oder x1 + x2 + x3 (was aufgrund des Assoziativgesetzes flr die Addition
eine sinnvolle Schreibweise ist). Fur das Entfernen Ulssitier Klammern kann die oben
angegebene Grammatik,a um Regeln vom Typ O erweitert werden, eté&a+ (S+S)) —

S+ S+ S. Statt bereits gesetze Klammern zu entfernen, kdnnenlkof@eentuell sparsam)
geklammerte arithmetische Ausdriicke auch durch eine ktreéee Grammatik erzeugt wer-
den. Die CFGG,,’ verwendet 6 Nichttterminalé, U, A, B, C und das Startsymbd und fol-
gende Regeln:

S — T | S+4T A — O0[|1B|2B|...|9B
T — U | SxT B — ¢|0B|1B|...|9B
u — (S)‘ A}C C —>x1}x2‘...‘xn

Klammerlose Summen; + «, sind ausS herleitbar, wahrend klammerlose alihiergeleitet
werden konnen. Das Nichtterminél dient zum Setzen von Klammern und der Generierung
der Terme: Konstanten (dargestellt als Dezimalzahlen dhimende Nullen) kdnnen mittels
der NichtterminaleA und B erzeugt werden. Das Nichttermin@l dient der Erzeugung der
Variablenxq,...,xn. [

Beispiel 1.11 (Typ 1 Grammatik). Die Sprachd. = {a“b“c“ meNn> 1} wird durch
die kontextsensitive Grammatk mit folgenden Regeln erzeugt:

S — aSBC|aBC aB — ab bC — bc

CB — BC bB — bb cC — cc

Dabei sindS, B, C Nichtterminale und das Startsymbol. Beispielsweise ist

S = aSBC = aaBCBC
= aaBBCC = aabBCC
= aabbCC = aabbcC
= aabbcc

eine Herleitung fir das Worabbce = a?b?c?. Wir skizzieren nun, wie der Nachweis, dass
L(G) =L gilt, erbracht werden kann. Zum Beweis der Inklusi@’ ‘kann durch Induktion
nachn gezeigt, dass alle Worter'b™c™, n > 1, ausS abgeleitet werden kénnen. (Exemplar-
isch wurde der Falh = 2 oben betrachtet.) Etwas schwieriger ist der Nachweisrdeéusion
“C". Zunachst betrachten wir ein Wownt € {S,B, C,a,b,c}* gebildet aus Nichtterminalen und
Terminalen. Isto C{a,b,c,B, C}, so schreiben wir ¢, w) flr die Anzahl an Vorkommen des
Symbolsco in w zu bezeichnen. Durch Inspektion aller Regeln stellt mat fisss fir alle
w e {S,B,C,a,b,c}* mitS =* w folgende beiden Aussagen (1) und (2) gelten:

(1) #(a,w) = #(b,w) + #(B,w) = #(c,w) + #(C,w)

(2) Istw =uav, dannistu von der Forma™ fuir einn > 0. Istw = ubv, so enthélt. keines
der Symbole:, S oderC. Bestehtw nur aus Terminalzeichen, alsoc £(G) C{a,b,c}*,
so hatw die Gestalia™b™c¥, wobein, m,k > 1.

Aus (1) folgt, dass jedes Wort € £(G) C {a,b,c}* ebenso vielai's wie b’s undc’s enthalt.
Zusammen mit Aussage (2) folgt, dass jedes Woe £(G) die Gestalia™b™c™ fur einn > 1
hat. [ ]
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Die e-Sonderfall fir Typ 1 und e-Freiheit. Intuitiv erwartet man, dass Sprachen vom Typ
i zugleich Sprachen vom Typ-1 sind. Fir die Féllé = 1 oderi = 3 ist diese Aussage Klar.
Mit der Forderungx| < [y| fur alle Produktionernx — y einer kontextsensitiven Grammatik,
kann das leere Wort niemals in der durch eine kontextsgasgrammatik definierten Sprache
L(G) liegen. Insofern ist jede kontextfreie Sprache, dienthalt, nicht kontextsensitiv im
Sinne von Definition 1.8 (Seite 13). Im Folgenden lockerndig Definition kontextsensitiver
Grammatiken/Sprachen etwas auf und bertcksichtigen deni@fall von Sprachen, die das
leere Wort enthalten.

Definition 1.12 (-Sonderfall fur kontextsensitive Grammatiken). Eine GrammatikG =
(V,X,P,S) mit e € £L(G) heildtkontextsensitiedervom Typ 1falls gilt:

1) S—¢

(2) Fur alle Regelx — y in P\{S — e} ist|x| < [y| undS kommt iny nicht vor.

Die zugehdrige Sprachefi(G) wird als Sprache vom Typ 1 oder kontextsensitive Sprache
bezeichnet. -

Z.B. ist die Grammatik mit dem Startsymb®lund den Regeln
S—¢|Aba, Ab—bb

kontextsensitiv; nicht aber die Grammasik- ¢ | Sba.

Offenbar ist eine SpracHegenau dann kontextsensitiv, wenn die Sprdché& } kontextsensitiv
im Sinne von Definitionen 1.8 ist, also wenn es eine Gramn@tijibt, so das< (G) =L\ {¢}
und so das§| < |y| fur jede Regek — y in G.

Wir zeigen nun, dass sich jede kontextfreie Grammatik ire éiantextsensitive Grammatik
transformieren lasst. Problematisch sind die in CFG zigass-Regeln, d.h., Regeln der
Form A — ¢. Im Folgenden zeigen wir, dass dies®kegeln in kontextfreien Grammatiken
weitgehend entfernt werden kénnen. Hierzu geben wir eifiatleen an, das eine gegebene
CFG G durch eine aquivalente kontextfreie Grammatik ersetzicheeentweder gar keine
Regeln enthalt oder gemal} des oben genamnteonderfalls kontextsensitiv ist. Man spricht
dann auch vor-Freiheit:

Definition 1.13 (e-Freiheit kontextfreier Grammatiken). SeiG = (V,XZ,P,S) eine CFG.G
heil3te-frei, falls gilt:

(1) AusA — ¢ folgt A =S.

(2) FallsS — ¢, dann gibt ekeineRegelA — y, so dass iny vorkommt. [ ]

Bis auf die Rege$ — ¢ sind also keine-Regeln ine-freien CFG zugelassen. Falis— ¢, dann
stellt Bedingung (2) sicher, dass diese nur zur Herleituggylderen Worts angewandt, aber in
keiner anderen Ableitung eingesetzt werden kann. Dahdresireie CFG kontextsensitiv.

Wir zeigen nun, dass es zu jeder CFG eine dquivakefgie CFG gibt. Algorithmus 1 skizziert
ein Verfahren, das fur gegebene CBEG= (V, X, P,S) eine aquivalente-freie CFGG’ erstellt.
Fur alle NichtterminaléA mit A =* ¢ und fur alle RegelB — v, in denenA auf der rechten
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Algorithmus 1 CFGG ~ aquivalente:-freie CFGG’

BerechneV, = {A € V:A =% ¢} (* Markierungsalgorithmus (s.u.) *)
Entferne allee-Regeln auss.
WHILE es gibt eine Regdh — xAy mit A € V, [xy| > 1 undB 4 xy DO
wahle eine solche Regel und fiBe— xy als neue Regel ein.
oD
IF S €V, THEN
fige ein neues Startsymb® mit den Regelr$’ — ¢ undS’ — S ein.
Fl

Seite enthalten ist, etwia= xAy, wird eine neue Regdl — xy eingefiigt, vorausgesetzt, dass
diese Regel noch nicht in der Grammatik enthalten ist und xlamdy nicht beide leer sind.
Diese neuen Regeln dienen der Simulation von Herleitumgsgtan in G, in denen Regeln zur
Herleitung vone ausA eingesetzt werden. Da in den neuen Redel xy weitere Nicht-
terminale, aus denen sich das leere Wanerleiten lasst, auf der rechten Seite (alse wder
y) vorkommen konnen, ist dieser Vorgang solange zu wiederhbis auf diese Weise keine
neuen Regeln mehr eingefligt werden kénnen. Die ursprimgglicRegeln kdnnen dann ent-
fernt werden. Fallg ¢ £(G), so enthalt die resultierende CR& keinerleic-Regeln und ist
zu G aquivalent. Falls in der vonG erzeugten Sprache liegt, so bendétigen wirGhein
neues Startsymbdl’ und fiigen die Regél’ — ¢ sowie die Kettenregedl’ — S ein. Die Regel
S’ — S dient als erste Regel in Herleitungen aller nicht-leererrtéftézon £(G), wahrend die
RegelS’ — ¢ bendtigt wird, um das leere Wort herzuleiten.

Im ersten Schritt von Algorithmus 1 wird ein algorithmisshéerfahren benétigt, das als Eingabe
eine CFGG hat und dessen Aufgabe darin besteht, die Mevigaller NichtterminaleA mit

A =" ¢ zu berechnen. Dies lasst sich durch eimdarkierungsalgorithmusealisieren, der
sukzessive alle Nichtterminale, aus denen das leere Weithar ist, markiert.

1. Markiere alle Nichtterminald mit A — «¢.

2. Solange es eine Regel— A;...A, gibt, so dass\4,...,A,, markierte Nichtterminale
sind undB nicht markiert ist, wahle eine solche Regel und markkere

3. Gib alle markierten Nichtterminale aus.

Der Markierungsalgorithmus kann auch fir den Test “gidt £(G)?” eingesetzt werden. Hi-
erzu ist lediglich zu prifen, oB nach Ausfihrung des Markierungsalgorithmus markiert ist.
Genau in diesem Fall gif =* «.

Hiermit ist gezeigt, dass jede kontextfreie Sprache zagl&ontextsensitiv ist. Wir erhalten
folgenden Satz:

Satz 1.14 (Chomsky Hierarchie).Sprachen vom Typsind zugleich Sprachen von Typ1l
i=1,2,3.
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2 Regulare Sprachen

Regulare Sprachen wurden in Abschnitt 1 mit Hilfe requl@sammatiken definiert. In diesem
Kapitel stellen wir aquivalente Formalismen fur regulapmeghen vor (endliche Automaten
und regulare Ausdrticke) und diskutieren einige wichtiggeBschaften regularer Sprachen.

2.1 Endliche Automaten

Ein endlicher Automaten fungiert a&prachakzeptodessen Aufgabe darin besteht, das Wort-
problem fir eine gegebene Spradheu I6sen, d.h., fir gegebenes Eingabeworu entschei-
den, obw in L liegt (“der Automat akzeptiert”) oder nicht (“der Automadrwirft”). Im Kontext
eines Compilers ist es z.B. die Aufgabe eines Scanners salextlen, ob eine gegebene Ze-
ichenkettew den syntaktischen Regeln eines Identifiers genigt, alse @o der formalen
Sprache, die durch die syntaktischen Regeln fur Identibgeben ist, gehort.

Endliche Automaten kdnnen als eine sehr eingeschréanktantareines Rechnermodells ange-
sehen werden, die mit einem Eingabeband ausgeristet smé&imyabe eines endlichen Auto-
maten besteht aus einem endlichen Wort, welches zeichsewaf dem Eingabeband abgelegt
ist und auf welches mit Hilfe eines Lesekopfs zugegriffemdea kann. Der Lesekopf kann nur
von links nach rechts bewegt werden kann (man spricht deslugh von “one-way automata”),
um die Eingabezeichen nacheinander zu lesen. Auf das Ebgald kann nicht geschrieben
werden. Das Schema eines endlichen Automaten ist in Alfglduskizziert. Ein endlicher
Automat besteht im Wesentlichen nur aus einer endlichertrilbe (den Zustédnden und der
Ubergangsfunktion) und einem Eingabeband. Das einzig&/eiigung stehende Speicher-
medium sind die Zustande. Da es nur eine feste (von der Eengadbhangige) Anzahl von
Zusténden gibt, kdnnen endliche Automaten zwar in den Adsté& speichern, ob z.B. bereits
das Eingabezeichangelesen wurde, nicht aber die Anzahl der bereits geleseisen

alal|lblal|b|bl|b ... Eingabeband
/ Lesekopf
Zustandq Ubergangsfkts Kontrolle

Figure 5: Endlicher Automat (Schema)

2.1.1 Deterministische endliche Automaten
Syntaktisch kénnen endliche Automaten als eine besondama Fon gerichteten Graphen

angesehen werden, in denen die Kanten mit Symbolen aus é\t@mbet beschriftet sind
und gewisse Zusténde als Anfangs- bzw. Endzusténde daklsind. Wir betrachten zunachst
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deterministische endliche Automaten, fir die wir die Akkiirg DFA verwenden. Diese steht
fur die englische Bezeichnung “deterministic finite autéond. In Abschnitt 2.1.2 werden wir
die nichtdeterministische Variante untersuchen.

Definition 2.1 (Deterministischer endlicher Automat (DFA)). Ein DFA ist ein Tupel
M = (Q,%,8,q0,F)
bestehend aus

einer endlichen Meng® von Zustanden

einem endlichen Alphabét,

einemAnfangszustandp € Q,

einer Mengd- C Q von Endzustanden

e einer partiellen Funktion: Q x £ — Q.

& wird auchUbergangsfunktiomenannt. Der Anfangszustang wird auch alsStartzustand
oderinitialer Zustandbezeichnet. De Zusténde fnwerden auch auchAkzeptanzzustanaeler
finale Zustandgenannt. ]

Wir schreiben auclky - p fiir p = 8(q, a) und nennery -% p eine Transition oder einen Uber-
gang. Manchmal sprechen wir auch von einefransitionen oder einem-Ubergang oder
auch einera-Kante. Fur die graphische Darstellung eines DFA verwemnderKreise fir die
Zustandgy € Q \ F und Quadrate oder Rechtecke fir die Endzusténde. Der Asdastand ist
durch einen kleinen Pfeil markiert. Ein Beispiel ist in Alghing 6 angegeben.

Alphabet: r={0,1
Anfangszustand qg
Endzustandsmende={q2}

5(q0,00=q1  08(qo,1) =q>
5(q1,00=q1  08(q1,1)=qo
5(q2,00=q2  08(q2, 1) =1

:) Zustandsraum: Q ={qo,q1,q2}
0

Figure 6: DFAM

Nun zu dem operationellen Verhalten eines endlichen Autemanitial steht das Eingabewort
auf dem Eingabeband, der Lesekopf zeigt auf das erste ZeddwEingabeworts und der Au-
tomat befindet sich in seinem Anfangszustauigd In jedem Schritt findet in Abhangigkeit des
aktuellen Zustandg € Q und des Zeichena unter dem Lesekopf auf dem Eingabeband ein
Wechsel von Zustand zu Zustand = 6(q, a) statt und der Lesekopf wird um eine Position
nach rechts verschoben. &1, a) = L (undefiniert), so halt die Berechnung des Automaten an.
Tritt dieser Fall nicht ein und kann das Eingabewort votigig “gescannt” werden, dann héalt
die Berechnung an, nachdem das letzte Zeichen der Eingalieditet wurde. Eine Berechnung
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ist entwedemlkzeptierenqwenn das Eingabewort vollstangig gelesen wurde und deorAat
einen Endzustand erreicht hat) oderwerfend(sofern kein Endzustand erreicht wurde oder
die Eingabe nicht zu Ende gelesen werden konnte).

Wir formalisieren nun das intuitiv erlauterte Akzeptanthadten eines DFA. Hierzu fihren wir
den Begriff eines Laufs fur ein Eingabewort in einem DFA ein.

Definition 2.2 (Lauf, akzeptierend, verwerfend). SeiM = (Q, %, 5, qo,F) ein DFA undw =
aiaz...an € &* ein Wort der Langen. Der Lauf fur w in M ist diejenige Zustandsfolge

PoP1---Pm, SO dass
(1) po= qo,
(2) qir1=25(qi,ai41) furi=1,...,m—1,und

(3) entwedem =n oderm < n undd(qm,am+1) = L.
Fallsm =n undqn € F, dann wirdpop1 ... pn akzeptierender Laufir w genannt. In diesem
Fall sagen wir, dass» von M akzeptiert wird. Andernfalls, also wenn entweaher< n oder

m=mnundqy ¢ F, sowirdpops ... pm verwerfender Laufir w genannt, unav wird von M
verworfen. [
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