Definition 2.3 (Akzeptierte Sprache eines DFA).SeiM = (Q, X, 9, qo, F) ein DFA. Die von
M akzeptierte Sprachg& (M) ist die Menge aller Wortew € £*, fur die der zugehorige Lauf
akzeptierend ist. Wir verwenden naheliegende Sprechweige “M ist ein DFA fur die
Sprachd.”, falls £(M) = L. []

Definition 2.4 (Erweiterte Ubergangsfunktion eines DFA).Sei M = (Q, %,8, qo, F) ein
DFA. Wir erweiternd zu einer (ebenfalls mii bezeichneten) partiellen Abbildung

5:QxZ* = Q.

Die Definition vond(q,w) fur q € Q undw € £* erfolgt durch Induktion nach der Lange von
w. Im Induktionsanfang ist das leere Wort zu betrachten:

def

8(q,e) =4

Fur Worterw = a der Lange 1 (also Wortern, die aus einem einzelnen Zeichereix beste-
hen) istd(q,w) bereits definiert. Wir nehmen nun an, dass- ax, wobeia € £ undx ein Wort
der Lange> 1 UberX ist, so das$(p,x) fur alle Zustande bereits definiert ist. Die Definition
von §(q, ax) ist dann wie folgt:

Ist5(q,w) =p € Q, so schreiben wir auch % p. ]

Ist alsoqpqs...qn € Q* der Lauf vonM fir das Wortw = ajas...an, SO istd(qo, W) = qn.
Kann das Wortw = a1 ay...a, nicht vollstdndig gelesen werden (d.h., der Laufiéin M
hat die Formqg ... gm, Wwobeim < nundd(qm, amt1) = L), soistd(qo,w) = L. Fur die von
einem DFAM akzeptierte Sprach&(M) gilt also:

L(M) = {we£*:derLauf furw in M ist akzeptierend
= {weI*:8(qo,w)€F}

Beispiel 2.5 (Akzeptierte Sprache).Die akzeptierte Sprache des DA aus Abbildung 6 ist
L(M) =L*K, wobei

L={0":n>1} und K={10":n>0}.

Zunachst machen wir uns klar, dass tatséachlich alle Wamtér K von M akzeptiert werden,
alsodasg*K C £(M). Alle Worter 0'1 € L haben einen Lauf der Forgqyqi q1.-..q1 qo- FUr
die Worterx =x1x2...xx € L* mitxq,...,xx € L gilt daher:

X X Xk—_1 X
qo—>q1—% ... —=q1—=qo

und somitd(qo,x) = qo. Die Laufe der Wortely = 10™ € K haben die Formypq2q2...q2.
Far alle Wortemw = xy mit x € L* undy € K gilt daher

5(q0,w) = 8(go,xy) = 8(8(qo,x),y) = 8(qo,y) =q2€F
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und somitw € £(M). Es bleibt zu zeigen, dass alle vdfiakzeptierten Worter ih* K liegen,
also das<C (M) C L*K. Aufgrund der topologischen Struktur vavi ist klar, dass alle akzep-
tierten Wortem die Formw = xy haben missen, wobei

qo = qo— qa,

undx so gewabhlt ist, dass(qo,x) der letzte inM besuchte Zustangy ist. Dann aber muss
die Form 0111021 ...01 haben, wobeng,... ny > 1 undk > 0 (also inL* liegen), undy
mit einer 1 beginnen, gefolgt von beliebig vielen Nullers(ainK liegen). Es folgw € L*K.

30,1

Wir betrachten nun den DFAC’ im Bild oben, der sich von dem DFA( aus Abbildung 6 nur
durch eine zusatzliche Schleife fur das Terminalzeichen Zwstandq, unterscheidet. Die
akzeptierte Sprach&(M’) ist die Menge aller Worter tGiber dem Alphalet 1}, die entweder
mit einer 1 beginnen oder das Teilwort 011 enthalten. DiediesMenge aller Worter in der
Sprachd_*K’, wobeil wie oben definiert ist und

K' = {1z:z€{0,1*}.

Offenbar haben alle Woarter, die mit einer 1 beginnen, einarejgtierenden Lauf der Form
qoqz...q2. Betrachten wir nun ein Wontv, das mit einer O beginnt und das Teilwort 011
enthalt. Jedes solche Wottkann zerlegt werden im = 1011v, wobeiv ein beliebiges Wort
Uber{0, 1} ist und das Prafix. entweder leer ist oder mit einer 0 beginnt und die Eigenschaf
besitzt, dass vor jeder 1 eine 0 steht. Fir jedes solche Wort g

qo-5p-%q1-5qoq2-%qo

Zustandp ist dabei entweder gleich; (falls u mit einer O endet) oder gleicly (falls u = ¢
oderu mit einer 1 endet). Wir erhalte¥(qo,w) = g2 € F und somitw € £(M').

Sei nunw ein vonM’ akzeptiertes Wort. Dag nicht final ist, istw # €. Fallsw mit einer 1
beginnt, liegtw in K’ und somitinL*K’. Fallsw =0v € £(M'), dann muss der (akzeptierende)
Lauf fir w die Gestaligp qs ...q2 haben. Nachy; fihren jedoch nur 0-Kanten und die einzige
Moglichkeit g2 von q; zu erreichen, sind die beiden 1-Kanten wpmachqg und vongg nach
g2. Daher mussv das Teilwort 011 enthalten. ]

Beispiel 2.6 (DFA fur Dezimalzahlen). Folgende Abbildung zeigt das Syntaxdiagramm fur
Dezimalzahlen mit optionalem Vorzeichenoder—, einer Ziffernfolge und einem optionalen
Nachkommateil. Zur Vereinfachung schreiben wir kdiffer um eine beliebige Ziffer 0,1,...,9
zu bezeichnen. Das zugrundeliegende Alphabdtesteht also aus allen Ziffern, den Vor-
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zeichen+ und — sowie einem Punkt, der den Vor- vom Nachkommateil trennt, alSo=
{+,—01,...,9 .2

* J  Ziffer . Ziffer

v

Ein DFA UberX, dessen akzeptierte Sprache mit der Menge aller aus derax@jyagramm
herleitbaren Dezimalzahlen Gbereinstimmt, ist in Abbild skizziert.

Ziffer Ziffer
Ziffer m o« /TN Ziffer m
q1 @ qs
Ziffer

Figure 7: DFA fir Dezimalzahlen

Wir betrachten das Eingabewoxt= +78.2. Die zeichenweise Bearbeitung vendurchM
wird durch folgende Gleichungen anhand der erweiterterrgigsfunktion formalisiert:

6(q0,+78-2) = 5(q4'78°2) = 6(q1!8'2) = 5(q1,-2) = 6(q2!2) = (3

Der zuw = +78.2 gehotrende Lauf ist also die Zustandsfolgeqsq1q1q293. Da g3 ein
Endzustand ist, wird das Wo#78.2 akzeptiert. Entsprechend ist

5(qo, 78+9) = 5(q1,8+9) = d(q1,+9) = L

fur den DFA aus Abbildung 7. Das Wort 489 wird also verworfen, da das letzte Zeichen (die
Ziffer 9) nicht gelesen werden kann. Der zugehdrige Laudésf; q1. Dieser ist verwerfenda

Totale Ubergangsfunktion. Die Ubergangsfunktiod eines DFA wurde alpartielle Funk-

tion 6 : Q x £ — Q definiert. Undefiniertheitsstellen sind zunachst zugelasgdoch kann
jeder DFA in einen totalen DFAV(io; Uberflhrt werden, der dasselbe Akzeptanzverhalten wie
M hat. Unter einem totalen DFA verstehen wir einen DFA mitlat@bergangsfunktion (d.h.,
ohne Undefiniertheitsstellen). Hierzu mussen wir lediglié um einen neuen Zustander-
weitern und fiir alle “fehlenden” Ubergange eine entspradiélransition zu Zustana einfi-
gen. Die prazise Definition des DR ist wie folgt. IstM = (Q, Z,d, qo,F) ein DFA, dessen

2Alternativ kann auciiffer als Symbol des Alphabets angesehen werden, in welcheri Bab den drei Sym-
bolen+, — unde und dem SymbdZiffer besteht. In den unten angegebenen Wortern sind dann dimBle#ffern
7, 8 und 2 durch das Symbaiffer zu ersetzen. Diese Variante wurde in den Folien zur Vorlgsimgesetzt.
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Ubergangsfunktion mindestens eine Undefiniertheitsskeit, so ist der zugehorige totale DFA

Mot Wie folgt definiert:
def

Mtot - (QU{p},Z,étotqusF),
wobeip ein neuer Zustand ist (also nicht @ liegt) und die Ubergangsfunktiong wie folgt

definiert ist:
5(q,a) : fallsqe Qundd(q,a)# L

P . sonst

Stot(q, @) = {

Dabeiistq € QU{p}unda € X. Insbesondere enthd¥f. die Schleiferp % p fir allea € L.
D.h., sobald Zustang betreten wird, kann dieser niemals mehr verlassen werdan.dgricht
daher auch von einerfiangzustand Da der neue Fangzustapdkein Akzeptanzzustand ist,
sind alle Laufe, die irp enden, verwerfend. Offenbar s total, d.h., die Ubergangsfunktion
dtot ISt total. Ferner gilte (M) = £L(Myot), da fur jedes Wortv € £L(M) der Lauf firw in
M akzeptierend und zugleich ein akzeptierender Laufiin Mg ist. Flr jedes Wortv =
aids...an € L\ L(M) gilt:

o falls der Lauf firw in M die Formqpqs . ..qm fur einm < n hat, so giltd(qm, am+1) =
1 und somitdiot(qm, am+1) = p- In diesem Fall hat der Lauf fiw in Mot die Form
qoqi---qmPpPp -..p und ist ebenfalls verwerfend. Also gikt ¢ £(Miot).

o falls der Lauf furw in M vollstandig ist (d.h., die Formoqs...qn mit qn ¢ F hat), so
istgoqz--..qn zugleich der Lauf vonw in M. Wegenq,, ¢ F ist dieser verwerfend. Es
gilt also ebenfallsv ¢ L (Miot).

Aufgrund dieser Beobachtung ist es keine Einschrankungreetznen, dass ein vorliegender
DFA total ist, was aus technischen Grinden oftmals hilfrést.

Ziffer Ziffer

o

qi q3

Ziffer

Ziffer, o, +,—

Figure 8: Totaler DFA fur Dezimalzahlen

Der DFAM aus Abbildung 7 hat zunachst eine partielle Ubergangsfomke.B. istd(qs, +) =
1). Erkann durch die Hinzunahme eines Fangzustarmseinem totalen DFAio: modifiziert
werden, siehe Abbildung 8. Beispielsweise gili:(qo, 78+ 9) = p. Der Lauf fur das Wort
78+9in Mot ist qoq1q1pp- Dap kein Endzustand ist, ist dieser Lauf verwerfend.
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Endliche Automaten und reguléare Grammatiken (1. Teil)

Wir werden sehen, dass DFA und regulare Grammatiken diegalsdrucksstarke haben. Im
Beweis des folgenden Lemmas geben wir ein Verfahren an, \aie z0 gegebenem DFA eine
regulare Grammatik konstruieren kann. Dieses belegt, D&$shtchstens so ausdrucksstark
wie regulare Grammatiken sind.

Lemma 2.7 (DFA ~ regulare Grammatik). Zu jedem DFAM gibt es eine regulare Gram-
matikG mit £L(M) = L(G).

Proof. SeiM = (Q,Z,5,qo,F) ein DFA mit einer totalen Ubergangsfunktion. Wir fassen die
Zustande als Nichtterminale auf. Die Ubergangsfunktidsnicht den Regeln einer regularen
Grammatik. Jeden Ubergarg%sp in M fassen wir als Rege] — ap auf. Istp ein Endzu-
stand, so fugen wir zusatzlich eine Terminalregelb a ein. Zusatzlich ist der Sonderfall zu
berticksichtigen, dass das leere Wort dnakzeptiert wird. Dies ist genau dann der Fall,
wenn der Anfangszustangh ein Endzustand ist. In diesem Fall figen wir zusétzlich cegét

do — ¢ ein. Die formale Definition der regularen Grammaik= (V,%,P,S) ist wie folgt. Die
Variablenmenge ist’ = Q. Das Startsymbol is§ = qg. Die Regeln vorG sind durch folgende
drei Bedingungen gegeben:

e Istd(q,a) =p, dannistq — ap eine Regel irG.
e Istd(q,a) =p € F, dannistq — a eine Regel irG.

e Ist qp € F, dann enthalG die e-Regelqp — «.

Offenbar istG regulér. Es bleibt zu zeigen, das§G) = £(M). Zunachst stellen wir fest, dass
fur das leere Wort gilt:
ee L(M)

gdw qo€F (giltin jedem DFA)

gdw qo — ¢ isteine RegelirG  (Definition vonG)

gdw €€ £L(G) (daG keine weiterere-Regeln hat)
Im Folgenden set = ajay...ay € £* ein nicht-leeres Wort, alsn > 1. Zu zeigen ist, dass
genau dann voivl akzeptiert wird, wenm in G herleitbar ist.

“=—": Wir nehmen an, dass € £(M). Dann ist der zugehdrende Lagbq1 ...qn in M
akzeptierend. Daher igt, € Fundqi,1 € 8(q;, aj; 1) fur 0 < i< n. GrammatikG enthélt also
die Regelng; — ai;1qi+1 fur 0 < i< n—1 sowie die Reged,,_1 — an. Also ist

dJo = Q11 = Q14 = ... = Q102...0p1qpn—1 = Q102...0xp_10n
Regel Regel Regel
do — aiqa di1— azqz Jn-1— Qn
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eine Ableitung vorx in G. Also giltx € £L(G).

“«<=": Wir setzen nun voraus, dassc £(G). DaG regular ist, gibt es nur zwei Arten von
potentiellen Herleitungen voxin G:

(1) qo= ai1q1=a1a2q2=...= Q102...Gn_1qn—1 = A102...0n_10ndn = A102...0n_10n
(2) do= Q11 = Q1022 = ...= a102...Qn-1(n—-1 = Q102...0n10n

In beiden Mdglichkeiten wird in den ersten—1 Herleitungsschritten eine Regel der Form
di_1 — aiqg; eingesetzt und somit das Prétixa,...a, 1 vonx generiert. Aufgrund der Def-
inition von G stimmt die Zustandsfolggopqs...qn—1 Mit dem Lauf firajas...an—1 in M
Uberein.

e In (1) wird die Regelq,,—1 — anqgn Im vorletzten Schritt eingesetzt, gefolgt von der
e-Regelqg,, — ¢. Dies ist jedoch nur dann mdéglich, wegqp = qn = 8(qn—1,an) € F.

e In (2) wird im n-ten Herleitungsschritt die Regegl,—1 — a, eingesetzt. Dann aber ist
qn = 8(qn_1,an) €in Endzustand.

In beiden Fallen istjoq1...qn—1qn der Lauf furx in M. Dieser ist akzeptierend, dg, ein
Endzustand ist. Also gilkt € £(M). O

Wir demonstrieren die im Beweis von Lemma 2.7 (Seite 24) gabene Transformation am
Beispiel des DFA in Abbildung 9. Die konstruierte regulamr@a@matik ist durch die Regeln

S—>O0B|1A|1 A —0A|1A|0|1 B — 1S|0B

gegeben. Dabei identifizieren wirmit qo, A mit g2 undB mit q1.

regulére Grammatik mit den

:) 0.1 VariablenS = qop, A = q2 undB = q1
Transitiongg-%q; = RegelS — 0B
Transitionqo-1sq2 = RegelS — 1A

RegelS — 1
Transitionq; % q; = RegelB — 0B

Transitiongq; 3 qo = RegelB — 1S
Transitiongz—q2 = RegelA — aA

RegelA — a

Figure 9: DFAM ~- regulare Grammatik

2.1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Wir betrachten nun die nichtdeterministische Variante @ndlichen Automaten. Diese haben
eineMengevon Anfangszustanden, unter denen eine nichtdeternsaistiAuswahl stattfindet.
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Analog ordnet die Ubergangsfunktion jedem Pégra) € Q x £ eineMengevon mdglichen
Folgezustanden zu. Nichtdeterministische endliche Aatem unterliegen der fiktiven An-
nahme, dass ein Orakel zur Verfligung steht, welches dertdd¢itdrminismus — also die Wahl
eines Anfangszustands und die Wahl der jeweiligen Folgénds — so aufzulésen vermag, so
dass ein akzeptierender Lauf entsteht, sofern ein solcitrest.

Definition 2.8 (Nichtdeterministischer endlicher Automat(NFA)). Ein NFA ist ein TupelM
= (Q, Z, §, Qo,F) bestehend aus einer endlichen Mer@geon Zustanden, einem endlichen
AlphabetX, einer Meng& C Q von Endzustanden und

e einer totalerJbergangsfunktion : Q x £ — 2Q,

e einer Menge&)g € 2Q von Anfangszustanden
wobei X die Potenzmenge vo bezeichnet. |
Wie fur DFA schreiben wir manchmaj % p fur p € 6(q,a). In Anlehnung an die visuelle

Darstellung von NFA als Digraphen (eventuell mit paralei@nten) kann man die Ubergangs-
funktion eines NFA auch als RelationC Q x £ x Q auffassen.
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