Definition 2.9 (Erweiterte Ubergangsfunktion eines NFA).Sei M = (Q,Z, 6, Qo,F) ein
NFA. In Analogie zu Definition 2.4 (Seite 21) erweitern wiedbergangsfunktion eines NFA
zu einer (ebenfalls mit bezeichneten) Abbildung

§5:2Q x £ 5 2Q,

Intuitiv ist (P, x) die Menge aller Zustande, die man mit dem Wovion einem Zustang € P
erreichen kann Die formale Definition voiiP,x) erfolgt durch Induktion nach der Lange von
x. SeiP CQunda € X, x € £t. Dannist

5(P,e) £ P und 5(P,ax) = [ J 5(5
peP

Istq € Q undw € Z*, soistd(q,w) = 5({q},w). n

Definition 2.10 (Akzeptierte Sprache eines NFA).SeiM = (Q, Z, 5, Qo, F) ein NFA. Die von
M akzeptierte Sprachg& (M) ist wie folgt definiert:

LM) £ {wer :5(Qow)NF#T}.
|

Beispiel 2.11 (NFA). Wir betrachten den NFAT mit dem Alphabet = {0, 1} in Abbildung

10. Dieser hat zwei Startzustéangg und q; zwischen denen eine nichtdeterministische Wahl
stattfindet. Da(qo,0) ={qo,q1} zZweielementig ist, verhalt sich( im Startzustando fur das
Eingabezeichen 0 nichtdeterministisch und entscheidét willkirlich fir einen der beiden

Folgezustandgg oderqj.
do 0 \2/\ 0 q2

Figure 10: NFAM

Da 6(qo,1) ={qo} einelementig ist, ist das Verhalten vofi in Zustandqg bei Lesen einer 1
deterministisch. Weiter ist(q1,1) = @. LiestM also in Zustandj; das Eingabezeichen 1, so
gibt es keinen entsprechenden UbergangMierwirft. Analoges gilt fir den Endzustang,

in dem weder eine 0 noch eine 1 gelesen werden kand(,qa0) = 5(q2,1) = @.

Fur die erweiterte Ubergangsfunktion gilt:

5(qo,0100 = 5(5(qo,0),100) = 3({q0,q1},100
= 0(qo,100U5(q1,100 = 5(5(qo,1),00)
= 8(qo,00) = 8(5(q0,0),0)
8({qo,q1},0) = 0(q0,00U8(q1,0) = {do,q1,92}
und somits(Qo,0100 = 8({qo,q1},0100 = {qo,q1,q2}. Wegend(Qo,0100 NF ={q2} # &
gilt 0100 £(M). n
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In Analogie zur Definition der Laufe in einem DFA (Seite 20)nké&n wir £(M) Uber die
Laufe charakterisieren. Sei = aia,...a, € £*. Ein Lauf firw in M ist eine Zustandsfolge

qoqz1 - .- qm Mit
do € Qo und Ji+1 € é(qi,ai+1), i=1,...m—1.

Weiter fordern wir, dass entwedet = n oderm < n undd(qm,amy1) = <. Istm =n und
gn € F, dann nennen wigoqs ... qn e€inen akzeptierenden Lauf fiw in M. Istm <n und
d(qm,ams+1) =@ oderm =nundqgn ¢ F, dann wirdqoqs ... qm verwerfender Lauf fisv in
M genannt. Die voiM akzeptierte Sprache ist also genau die Menge aller WiarterZ*, fur
die es wenigstens einen akzeptierenden Lauf gibt:

LM) = {w € X*: es gibt einen akzeptierenden Lauf fiiin Jv[}
= {weI*:§(Qow)NF#£2}

Im Gegensatz zu DFA kann ein Waxt viele Laufe in einem NFA haben. Fir die Akzeptanz
wird lediglich gefordert, dass einer der Laufe fiirakzeptierend ist.

Beispiel 2.12 (Laufe und akzeptierte Sprache eines NFAWIr betrachten nochmals den
NFA aus Abbildung 10 auf Seite 28. Das Wart= 0100 hat mehrere Laufe, namlich:

doqoqdoqoqo Ist nicht akzeptierend
doqodoqoqi Ist nicht akzeptierend
qoqoqoqiq2 Ist akzeptierend

qoda ist nicht akzeptierend
q192 ist nicht akzeptierend

Da nur die Existenz eines akzeptierenden Laufs entschetidergilt w = 0100 £(M), ob-
wohl es furw auch verwerfende Laufe gibt. Tatsachlich akzepfigenau diejenigen Worter,
die entweder 0 sind oder mit 00 enden:

L(M) = {0}u{x00:x€{0,1"}.

Fur den Nachweis der Inklusior?” genigt es fur jedes der Worter 0 odeédO mitx € {0, 1}*
einen akzeptierenden Lauf M anzugeben. Fir das Wort O ist es der Laylg,. Fur die
Worterx00 mit|x| = k ist
qodo---9oqi1492
k+1-mal

ein akzeptierender Lauf, in dené&f bei Scannen des Préfixin Zustandqo verharrt und mit
den letzten beiden Nullen vary tUberq; in den Endzustand geht.

Die Inklusion “C” folgt aus der Beobachtung, dass (1) nur das Wort O einep) imeginnenden
akzeptierenden Lauf besitzt und (2) alle Worter, die eimeqg beginnenden akzeptierenden
Lauf haben, mit 00 enden. Aussage (1) ist offensichtlich.sage (2) ergibt sich aus der
Tatsache, dass alle Laufe, diedg beginnen und ing2 enden, die Gestalipqo...qoq192
haben. Da Ubergange vapy nachq; und vonq; nachq, nur durch Lesen des Zeichens 0
maoglich sind, muss das betreffende Eingabewort die Bdithhaben. |
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Beispiel 2.13 (NFA fur Mustererkennung). Wir betrachten das Problem der Mustererken-
nung, bei dem ein Mustévl = a;...a;, und ein Textl = b;...b, gegeben sind und gefragt
ist, obM in T vorkommt. Die Idee flr einen nichtdeterministischen Mustieennungsalgorith-
mus besteht darin, nichtdeterministisch eine Textpasitiou erraten, und dann zeichenweise
zu prufen, ob das Muster im Text ab Positiomeginnt.

cx U
¢ ac X

Figure 11: NFA fur das Mustererkennungsproblem

Fir festes Muster kann dieses sehr simple Verfahren durcimdébbildung 11 skizzierten NFA
M realisiert werden. Wird ein TeXt=Db1b-...b; Uber diesem NFA “gescannt” und stimmt das
aktuelle Eingabezeichem mit dem ersten Zeichen; des Musters Uberein, dann réat der NFA
nichtdeterministisch, ob das Muster ab Positid@ginnt. Wenn ja, wechselt der NFA von dem
Anfangszustand in den Zustandy; und prift nun deterministisch, ob die restlichen Zeichen
az...an, des Musters mit den folgenden Textzeiclep; b »...bi1 1 Ubereinstimmen. Die
von M akzeptierte Sprache ist also die Menge aller Téx¢éeX*, so dassM ein Teilwort vonT

ist. |

Aquivalenz von DFA und NFA

Jeder DFA kann als NFA aufgefasst werden. Dies ist wie foiggiehtig. IstM = (Q, X, 9, qo, F)
ein DFA, dann definieren wir einen NFA wie folgt. €’ = (Q, Z,5’,{qo},F), wobei

, B 5(q,a)} : fallsd(q,a)# L
8'(q.a) = { é } : sonst.

Offenbar ist jeder Lauf vodv’ fiir w zugleich ein Lauf voriMl in w und umgekehrt. Somit
gilt £(M) = £L(M'). Wir zeigen nun, dass es auch umgekehrt zu jedem NFA einendilfA
welcher dieselbe Sprache akzeptiert.

Definition 2.14 (Aquivalenz von NFA). SeienM; undM, zwei NFA mit demselben Alphabet
Y. M1 und M heiRerdquivalent falls £(Mq) = £(M3).3 n

Satz 2.15 (NFA~ DFA, Potenzmengenkonstruktion). Zu jedem NFA gibt es einen &quiva-
lenten DFA.

Proof. SeiM = (Q, X,5,Qq,F) ein NFA. Wir wenden die sog?otenzmengenkonstruktiam
und definieren einen DFA, dessen Zustidnde Mengen von Zustand( sind.

Meer £ (22, 8cet Qo Fur)

3Wir fassen DFA als NFA auf, so dass der Aquivalenzbegriffigioty fiir DFA definiert ist.
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wobei

Feet = {PCQ:PNF#£0}

SaelP.a) £ [ ] 8(p,a).
peP

Insbesondere istyed @, a) = @ fir alle a € £. Man beachte, dass die Ubergangsfunktiga
von Mget total ist. Wir zeigen nun, dass(M) = L£(Mget)-

Die einfachste Argumentation benutzt die erweiterten gaegsfunktionen iVl und Mget.
Tatséchlich stimmt die deterministische Ubergangsfamiie;: 22 x Z* — 2Q von Mget mit
der in Definition 2.9 angegebenen Erweiterung der nichtdetéstischen Ubergangsfunktion
& von M Uberein. Der Nachweis dieser Aussage wird erbracht, indem durch Induktion
nach der Wortlange vow zeigt, dasgei(P,w) = 8(P,w). Es qilt dget(P,¢) = 6(P,¢) und
Sqet(P,a) = &(P,a) (Definition vondgey). Weiter ist fira € £ undw € £*

w € L(Mget) ddet( Odet(P,a),w)
= Oqet(d(P,a),w)
= 5(8(P,a),w)
= §(P,aw)
Nun folgt:
we L(Mge) 9gdw  dgef( Qo, W) € Fyet

gdw  8(Qo,W) € Fyet
gdw  §(Qo,wW)NF# Y
gdw we L(M)

Wir geben nun einen expliziten Nachweis der Gleichdn@y() = £(Mget) an, der mit akzep-
tierenden Laufen iVl bzw. Mget argumentiert und daher zugleich verdeutlicht, inwief®tgy;
die moglichen Berechnungen vaf simuliert.

“C" Seiw = aiaz...an € L(M) und qoq1 ... gn €in akzeptierender Lauf voi( fur w.
Dann istqp € Qo, qi+1 € 8(qi,ai41) furi=0,1,...n—1, undqg, € F. SeienPy = Qg und
P; = 6(Pi_1,ai). DamitistP; = dget(Pi_1, ai). Durch Induktion nach kann man zeigen, dass

giePifuri=0,1,...n.

SomitistPg Py ... P, der zuw gehorende Lauf idVger. INSbesondere ist, € P, NF und daher
Pn.NF #£ @. Hieraus folgtP,, € Fqet. Also istPoP; ... P, ein akzeptierender Lauf. Somit ist
w & L(Mdet)-

“D" Seiw € L(Mget) undw = aj...an. Weiter seiPgPy ... P, der zuw gehdrende Lauf
in Mget. Dann istPg = Qq, Pit1 = ddet( Pi, air1),1=0,1,...n—1, undP,, ein Endzustand in
Mgyet, alsoP,, NF #£ @. Wir konstruieren nun “rickwarts” einen akzeptierendeoflgy qs ... qn
far w in M:
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Wir wéahlen einen beliebigen Zustag € P, NF.
Wahleqy 1 € Ph—1 mit gn € 8(qn—1,an)-
Wahleqn_2 € P,_o mit g1 € 8(gn_2,an_1)-

Wahleqp € Po mit q1 € 8(qo, a1).

Tatsachlich gibt es solche Zustangie daP, NF # @ und firi =n—1,...,0:

Pir1 = daePiaira) = |J 8(g,aip0).
qePy

Daher gibt es zu jedem Zustang, 1 € Pi;1 einen Zustandy; € P; mit gir1 € 8(qi, air1).
WegenPy = Qg ist qp ein Anfangszustand ungpqs ... qn €in Lauf vonM fir w. Wegen
gn € Fistder Laufqoq ... qn akzeptierend. Also isv € £(M). O

In Abbildung 12 betrachten wir ein einfaches Beispiel fig itih Beweis von Satz 2.15 angegebene
Potenzmengenkonstruktion. Links ist der NFAskizziert, rechts dessen Potenzmengenkon-
struktion. Beispielsweise kann der akzeptierende laggufi qo q1 qo fir das Wort 1010 iVl
durch den akzeptierenden Ldub}{qo,91}{q0}{q0, 91}{go} im DFA Myet (Potenzmengenkon-
struktion) simuliert werden. Zustaridi} in der Potenzmengenkonstruktion ist unerreichbar.
Er kann daher weggelassen werden, ohne die akzeptiertel®pra &ndern. Auch auf den
Zustanda kann verzichtet werden, da von ihm kein Endzustand erreicist

N\ 1 o
e
1 0
N\
{do} C {do.q1}
0

Figure 12: Beispiel zur Potenzmengenkonstruktion

Beispiel 2.16 (Das Teilsummenproblem)Das Teilsummenproblem bezeichnet folgende kom-
binatorische Fragestellung:

e Gegeben ist eine ganze Zahl> 2 und eine nichtleere Folge as...a, €{1,... K}*.
e Gefragtist, ob es eine Teilmeng®on{1,... n} gibt, so dasg_a; = K.
iel

Ein einfacher nichtdeterministische Algorithmus, der Getssummenproblem I6st, rat nichtde-

terministisch eine Teilmengkevon{1,... n} und prift dann, ob die Teilsumme der geratenen
Indexmenge gleicl ist. Fur festeX kdnnen wir diese Idee durch einen NFA realisieren. In-
tuitiv bearbeitet der Automat die Eingabewetig a,,...,a,, der Reihe nach und entscheidet
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8 2
1,2 1,2 Ll,g

Figure 13: NFAM ) fiir das Teilsummenproblenk (= 2)

nichtdeterministisch, diete Zahla; an der Teilsumme zu beteiligen oder nicht. Wir betrachten
folgenden NFAM®)| dessen Zusténde die Zahlgr {0, 1, ... X} sind, welche jeweils fiir den
Wert der bereits erzielten Teilsummen stehen. Der Autoredtigt Gber einen eindeutigen
Anfangs- und Endzustand. Der Anfangszustand ist O; diegpanht der initialen Teilsumme
0. Der Endzustand ig (der gewiinschte Wert der Teilsumme). Wir definieren den REA)
wie folgt:

MM = ({0,1,...K},{1,2,...X}, 8, {0}, {K}),

wobei fir jeden Zustand € {0,1,... K} und jedes Zeichen € {1,... K}

: fallsg+a>K

5(q,a) & {q, nfo1. k) = )19

(g,a) {CI CH‘Cl} { } { {q’q+a} . falls g+a <K

FirK = 2 hat der NFAM(X) die in Abbildung 13 angegebene Gestalt. Man Uiberlegt sichtle
dass die vort (M X)) akzeptierte Sprache genau die Menge aller Zahlenfolgen ... a, €
{1,2,... K} ist, fur die es eine Teilfolge;, aj, ...a;, gibt, deren Summg ergibt.

Die Potenzmengenkonstruktion angewandtXiif) liefert einen DFAM&Q, dessen Zustande
Teilmengen vor0, 1, ... K} sind:
K
Mgt = (2005, {1, K}, Scee {0}, Foer).

wobei
Feet = {PC{0,1,...K}:KeP}

Seet(P.a) = {q€{0,1,...K}: q€P oderq—acP}

= PU{p+ta:peP,pta<K}

fura e {1,...K}undP C{0,1,... K}. Man Uberzeugt sich nun leicht davon, dass fiur jedes
Eingabewortv = ajay...a, Uber dem Alphabeftl, 2,... K} gilt:

w hat genau dann einen akzeptierenden Laaf[ﬁlii,
wenn)_a; = K fur eine Teilmengéd von{1,... n}.
iel
Der DFAM&Q kann also nun als Vorlage fur einen deterministischen Allgowus fur das Teil-
summenproblem (z.B. basierend auf Backtracking oder dig@ram Programmieren) dienen.
n
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