Endliche Automaten und reguldre Grammatiken (2. Teil)

In Lemma 2.7 auf Seite 25 haben wir gezeigt, dass die dura@ndiiA akzeptierte Sprache
durch eine regulare Grammatik erzeugt wird. Die weserdlilttee der Konstruktion einer
regularen Grammatik bestand darin, die Ubergamg® p im DFA als Regelng — ap einer
Grammatik aufzufassen. Tats&chlich ist die im Beweis vaniba 2.7 angegebene Transforma-
tion mit leichten Modifikationen auch fir NFA einsetzbardass die resultierende Grammatik
sowohl regular als auctfrei ist. Siehe Ubungen.

Soweit zur Konstruktion regularer Grammatiken fur gegelmeandlichen Automaten. Umge-
kehrt kbnnen regulare Grammatiken in NFA (und mit der Patetzgenkonstruktion in DFA)
uberfuhrt werden. Die Grundidee ist auch hier wieder eingé&pondenz zwischen Ubergan-
geng-%p im NFA und den Regeliq — ap der Grammatik herzustellen.

Lemma 2.17 (Regulare Grammatik~ NFA). Zu jeder regularen Grammati gibt es einen
NFAM mit £L(G) = L(M).

Proof. SeiG = (V,Z,P,S) eine regulare Grammatik. Wir definieren nun einen NFA

M = (Q,£,5,Qo,F),

der genau die Worter der vah erzeugten Sprache akzeptiert. Die Zustandsmeng@v st

def

Q = VU{qg}, wobeiqr ¢ V.

Die Anfangszustandsmenge besteht aus dem Startsymbd} vatso Qg £ [S}. Die Endzu-
standsmenge enthalt den Spezialzustgndowie alle VariablerA, aus denen das leere Wort
herleitbar ist:

FE {qr}U{AeV:A—e}

Die Ubergangsfunktion ist durch folgende beiden “Axiome” gegeben:

Bed(A,a) gdw A — aB
gr€6(A,a) gdw A —a

Dabei sindA, B € Vunda € Z. Weiter istd(qr, a) = & furallea € £.

Wir zeigen nun die Korrektheit der angegebenen Konstraktidlierzu ist£(M) = £(G)
nachzuweisen. Zunachst stellen wir fest, dass das leeré &tweder zu beiden Sprachen
L(M) und£(G) oder zu keiner der beiden Sprachen gehort:

e€L(G) gdw S—¢ gdw SeF gdw &€ L(M).

Sei nunw = ajay...an € L. Zu zeigen ist, dass genau dann it (M) liegt, wennw eine
Herleitung inG besitzt.

Wir nehmen zunéchst an, dagse £(G). Das Startsymbol ist per Definition der einzige
Anfangszustand, alsQo ={S}. Da G eine regulare Grammatik ist, gibt es zwei Arten von
Ableitungen fir das Wontv.

1. Fall: Sei

S= a1B1 = a1asBy =" a1as...a-1Bn_1 = a1az...an_10an

34



die Ableitung des Wortesy in G. Wéahrend die RegelB;_; — a;B; bzw. S — a1B;In G
TransitionenB;_1 % B; bzw. S-25 B4 in M firi = 2,... n— 1 entsprechen, korrespondiert
die RegelB,, 1 — an mit der TransitionB,, _; - q¢. Da gf ein Endzustand ist, bildet die
Zustandsfolg&B1B,...B,_1qr einen akzeptierenden Laufiv{. Damit istw € £L(M).

2. Fall: Nun sei

S = a1B1 = aj1a2B» =¥ aiaz...an_1Bn_1=aias...an_1anBn = aiaz...an_1an

die Ableitung des Wortesv in G. Wie im 1. Fall entsprechen die Regey 1 — a;B;

bzw. S — a1B1 in G den TransitionerB;_; %5 B; bzw. S-24B; in M furi=2,... n.

Wegen der Definition der Menge der Endzustahdmpliziert die RegelB,, — ¢ in G, dass
B,, ein Endzustand ist. Damit i$tB1B>...B,, 1B, ein akzeptierender Lauf i, und somit
w e L(M).

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Wort, welches einen akreptien Lauf inM hat, ein inG
herleitbares Wort ist. Die Argumentation ist &hnlich unddahier nicht vorgefuhrt. O

Beispiel 2.18 (Regulare Grammatik~ NFA). Fur die regulare Grammatik mit den Regeln
S—+1|0A, A - 0|0A|1A

liefert die im Beweis von Lemma 2.17 angegebene Konstrakbtgenden NFA:

s 0 AJ o1
1 0
qr
Fugt man inG die e-RegelA — ¢ ein, so wirdA zum Endzustand. ]

Corollar 2.19 (Aquivalenz von regularen Grammatiken und NFA/DFA). Seil C Z* eine
Sprache. Dann gilt:

L ist regular, d.h.L = £(G) fur eine regulare Grammatik

gdw es gibt einen DFAM mitL = £ (M)
gdw es gibt einen NFAL mit L = £(M)

2.2 Eigenschaften regularer Sprachen

Aus der Darstellbarkeit durch endliche Automaten lasseh sinige zentrale Eigenschaften
reguléarer Sprachen herleiten. Wir diskutieren Abschligeseschaften (Abschnitt 2.2.1) sowie
Algorithmen fir grundlegende Fragestellungen (Abscthizt3) und stellen ein notwendiges
Kriterium flr regulare Sprachen vor (Abschnitt 2.2.2).
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2.2.1 Abschlusseigenschaften

Wir befassen uns zunachst mit Abschlusseigenschaftenegaiaren Sprachen unter den b-
lichen Operatoren fur formale Sprachen. Wir werden sehass degulare Sprachen unter
allen gangigen Verknipfungsoperatoren (Vereinigung,cBsehnitt, Konkatenation, Kleene-

abschluss und Komplementbildung) abgeschlossen sindzwHexlautern wir, wie sich diese

Operationen mit endlichen Automaten realisieren lassen.

Vereinigung. SeienMj; = (Q1,Z,061,Qo.1,F1) und Mz = (Q2,%,82,Qo,2,F2) zwei NFA mit
Q1N Q2 =o. Die Grundidee zur Bildung des NFA fur die Vereinigung bastaarin, fur
ein gegebenes Eingabewaort nichtdeterministisch zu entscheiden, mit welchem der éaeid
AutomaterniM(; oderM, die Worterkennung durchgefiihrt wird. Wir definieren

def

MieMo = (Q1UQ2,Z,8,Q0,1U Qo,2, F1UF2),

wobei (¢.q] fall
@t | d1(g,a) : fallsqe Q1
3(q,a) = { d2(q,a) sonst.
Offenbar giltL (MW My) = L(Mq) UL (M>2). Man beachte, dase; & M, kein DFA ist; auch
dann nicht, wenv{; und M, deterministisch sind.

Durchschnitt.  SeierM; = (Q1,%,61,qo,1, F1) undMz = (Q2,Z, 52, qo,2, F2) zwei NFA. Einen
NFA fur die Schnittsprache (M) N £(M>) erhalten wir durch eine Produktkonstruktion.
Diese unterliegt der Vorstellung, dasg undM, parallel geschaltet werden. istdas Eingabe-
wort, dann starten wir die synchrone Bearbeitung des WodsirchM; undM,. Sobald einer
der Automaten friihzeitig verwirft, dann auch der Produtdenat. Nur wenn beide Automaten
akzeptieren, dann akzeptiert auch der Produktautomatd&fimieren

MMz £ (Q1xQ2,%,8,Q0.1 % Qo2 F1 x F2),

wobei
5((q1.q2),a) = {(p1,p2) : p1€ d1(q1,a), p2 € 52(qz,a) }.
Fur den Nachweis der Korrektheit ist zu zeigen, dass

L(Mr@Mz) = L(Mg) NL(Mz).

Diese Aussage folgt aus der Beobachtung, dass die akzspten Laufe im Produktautomaten
M1 ®@ M, die Form

(90,1,90,2) (91,1,91,2) --- (qn,1,qn,2)

haben, wobeljp1q1.1...qn,1 €in akzeptierender Lauf i3 und qo2q1.2...qn 2 €in akzep-
tierender Lauf iV, sind. Daher wird jedes Wort ifi (M1 ® My) auch voriv; und M, akzep-
tiert. Liegen umgekehrt akzeptierende Lagteiq1,1...qn,1 UNd qo 291 2. ..qn 2 flr ein Wort
w in M1 bzw. M5 vor, so kénnen diese zu einem akzeptierenden Lagi, o 2) (41.1,91.2) - - -
(qn,1,qn,2) iIMm Produktautomaten zusammengesetzt werden. Also istaeritbvon £ (M)
und £ (Ms>) in der akzeptierten Sprache v, ® M, enthalten.
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Wird die Produktkonstruktion fir zwei DFA;, My durchgefihrt, dann entsteht ein DFA,
dessen Ubergangsfunktion durch die Formel

5((q1,q2),a) = { fl(ql’a)’éz(qz’a» ‘;?)"nssil(ql,a)#Lundéz(qz,a)#L

gegeben ist. Der Produktautomat von DFA ist also wieder &A.D

Beispiel 2.20 (Durchschnitt, Produkt-DFA). Als Beispiel betrachten wir die zwei DFA(;
undMs links in Abbildung 14, welche die Sprachen

L(Mqy) = {1“00m:m,n20}
L(My) = {0X10X20...0(k01k}O,Xl,...,XkE{O,l}}

akzeptieren. Der Produkt-DFA besteht aus vier Zustidndeeselsind Paare bestehend aus
je einem Zustand voiM; und M,. Der Anfangszustand isfqo,po). Der Endzustand ist
(q1,p1). Man Uberzeugt sich leicht davon, dass die akzeptiertecBprdes Produkt-DFA
genau aus den Worter?d't, k € IN, besteht. Tatséchlich setzt sich die Durchschnittssprach
L(M1) N L(M2) aus genau denjenigen Waortesnzusammen, die zugleich die Gestdlop™

und x10...0¢0, x; €{0,1}, haben. Alson =0, x1 =...=x, = 0 undm = 2k, und somit
1o0™ = 02k+1_ -
DFA My Produkt-DFAM; x M

Figure 14: Beispiel fir Produktkonstruktiori; @ M

Komplement. Fur den Komplementoperator gehen wir von einem DRA= (Q, X, 5, qo,F)
mit einer totalen Ubergangsfunktion aus. Einen DWAflr die Komplementsprach&(M) =
¥\ £L(M) erhalt man durch Komplementierung der Endzustandsmeng#o

M = (QX,8,q0,Q\F)

Da)M total ist, besitzt jedes Wow = ajaz...an € X* einen “vollstandigen” Lautjoqs. . .qn

in M. Dies ist zugleich der Lauf fiw in M. Da die EndzustandsmengeriNbund M komple-
mentér sind, istjoq1 . ..qn genau dann iV akzeptierend, wengoqs ...qn in M verwerfend
ist:
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welL(M) gdw gqneF gdw qn¢ Q\F gdw we I*\ L(M)

Also istM ein DFA mit £ (M) = £(M). Die Konstruktion des Komplementautomaten erfordert
lediglich O(|Q]) Schritte.

Die Annahme, dass der vorliegende DFA eine totale Uberdangson hat, ist wesentlich,
da alle Wortenw von M akzeptiert werden miissen, fiir die ein DRA mit partieller Uber-
gangsfunktion eine vorzeitig abbrechende (verwerfendgg&nung hat. Die entsprechende
Konstruktion schlagt auch fiir NFA fehl. Dieser Sachverlstliwegen der Asymmetrie von
Akzeptanz und Verwurf in nichtdeterministischen Autonmatecht verwunderlich: ein NFA
akzeptiert genau dann, wenn es wenigstens einen akzepleré auf gibt; es kann jedoch auch
verwerfende Laufe fir das betreffende Eingabewort gebewleferseits wird ein Eingabewort
w nur dann von einem NFA verworfen, weafle Laufe firw verwerfend sind. Liegt ein NFA
vor, dann kann mit der Potenzmengenkonstruktion (sieheeBevon Satz 2.15 auf Seite 30)
ein quivalenter DFA konstruiert und auf diesen der Kom@etoperator angewendet werden.

Vereinigung fur DFA.  Wir haben erwéhnt, dass die oben angegebene Konstruktiafi
Vereinigung zunachst einen NFA liefert; auch wenn zwei DF&kwnipft werden. Liegen
zwei DFA M1, M2 mit disjunkten Zustandsmengen vor, fir die ein DFA fur digd&spe
L(Mq1) U L(My) erstellt werden soll, so kann man den Operatoanwenden und dann die
Potenzmengenkonstruktion durchfuhren. Weévin und M, deterministisch sind, dann sind
die erreichbaren Zustéande der Potenzmengenkonstruktieielzmentige Mengel, p} beste-
hend aus aus einem Zustagdn M; und einem Zustang von M,. Diese zweielementigen
Mengen{q,p} kann man als Paarg|,p) und Zusténde einer fur die Vereinigung modifizierten
Produktkonstruktion auffassen. Diese modifizierte Prakluhstruktion kann man mittels der
de Morganschen Regel

LM1)ULMz) = L(M71) NL(M2),

welche die Vereinigung auf die Komplement- und Durchsdbbildung zurtckfuhrt, aus der
gewoOhnlichen Produktkonstruktion fir den Durchschnittdigen. Die Aussage, dass der DFA

M = M1®M;

genau die Vereinigungssprache akzeptiert, kann man sighivnwie folgt klarmachen. Die
Endzustéande votM sind genau diejenigen Zustandspagége, qz2), fur die wenigstens einer
der beiden Zustande; oder q; ein Endzustand ist. Somit akzeptiévt genau dann, wenn
wenigstens einer der Laufe i, oderM, akzeptierend ist. Tatséchlich ist der Umweg tber
die Komplementierung unnétig, da es genigt, den Produktaaten vorivi; undMs, zu bilden
und diesen mit der Endzustandsmenge

F = {(q1.92) : g1 € Fyodergz € F> }

zu versehen. Dabei miissen wir voraussetzen, dgssnd M, jeweils mit einer totalen Uber-
gangsfunktion ausgestattet sind. Alternativ kann man destahidsraum des Produkts auch um
die Zustandsraume vadm(; und M, erweitern (wobeiQ1 N Q2 = @ unterstellt wird) und z.B.

von Zustand qi, q1) in Zustand®1(q1, a) von My Ubergehen, falls das Zeichergelesen wird
unddz(q2,a) = L. Die MengeF der Endzusténde des Produkts ist dann um die Endzustéande
von M4 undM> zu erweitern.
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e-NFA

Als technisches Hilfsmittel zur Behandlung von Konkat@ratund Kleeneabschluss betra-
chten wir eine Erweiterung von NFA, in denerlransitionen maoglich sind, welche im Fol-
genden kurz-NFA genannt werdene-Transitionen sindspontane Zustandsveranderungen
welche unabhéangig vom Zeichen unter dem Lesekopf stattfikdenen und welche die Posi-
tion des Lesekopfs unverandert lassen. Es kdnnen beligdgevTransitionen hintereinander
stattfinden.

Definition 2.21 (e-NFA). Ein e-NFAist ein TupelM = (Q, %, 5,Qo,F), dessen Komponenten
Q, Z, Qo undF wie in einem NFA definiert sind und dessen Ubergangsfunlgioe Funktion
des Typs

0:Q x (Zufe}) — 2Q

ist. Ein akzeptierender Lauf fur ein Wont € £* in M ist eine Zustandsfolggoqsi...qm, SO
dass folgende Eigenschaften gelten:

(1) do€ Qo

(2) es gibt eine naturliche Zaht > |w| und Elementé;,bo,...,b,, € ZU{e}, so dassv =
biba...byundqgirg € 8(qi,birg) furl<i<m.

(3) qmeF
Die akzeptierte Sprache vovi ist dann wie fur gewohnliche NFA durch

L(M) £ {w e £*: es gibt einen akzeptierenden Lauf fiirin M }

definiert. -

Figure 15:e-NFA

Als Beispiel betrachten wir deerNFA in Abbildung 15. Dieser akzeptiert die Sprache=
{b}u{b™a:n € N}.

Offenbar kann jeder NFA (und damit auch jeder DFA) &NFA interpretiert werden. Umge-
kehrt kann der Effekt von-Transitionen durch zusatzliche Transitionen mit Bestlmgen des
Eingabealphabets und geeignete Wahl der Anfangs- odeniStadklsmenge simuliert werden.

Lemma 2.22 £-NFA ~» NFA). Zu jedeme-NFA gibt es einen NFAL' mit £(M) = £(M).

Proof. SeiM = (Q,Z,5,Qq,F) ein e-NFA. Ein NFA M’ ohnee¢-Transitionen wird nun kon-
struiert, indem ein Zustangl eine Transition zu einem Zustampdhat (q - p), wennq in M
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einea-Transition hat und anschliel3end durch beliebig viele @ adehrere}-Transitionerp
erreicht wird.

Die reflexive, transitive Hiille vorts wird mit == bezeichnet, d. h., singl,p € Q, so gilt:

P N g gdw qistvonp Uber 0 oder mehrere Transitionen erreichbar

Es gilt alsop £ q genau dann, wenn es eine Zustandsf@lge; . . .p» der Langen > 0 gibt,
so das$o =P, pn = q undpi1 € 8(py,¢) furi=0,1,...n—1,d.h,,

P=Po=p1=... 5pn=4d.

Wir konstruieren nun den NFA(’, dessen Zustande, Alphabet und Endzustande wieNRA
M definiert sind:
M £ (Q,L,8,Q4F).

Weiter sind

Q) = {peQ:iqo==pflireingoeQo  und
§'(q,a) = {peQ:qiw:%prreinreQ}.
Es bleibt zu zeigen, dagg{M) = £(M).

“C" Seiw =aiaz...a, € L* ein Wort, wobei diea;'s Elemente des Alphabelssind, so gilt
w € L£(M) genau dann, wenn es eine Zustandsfolgeyr1qi72...qn_1Tn qn Mit 19 € Qo,
qn € Fund

£ aq £ as £ An—1 £ an £
To —qo——T1—(q1—=T2— ... — = Th 1= (n—-1—>Th — (n

| |

€ Qo eF
gibt. Es gilt alsoqo € Qj und qi1 € d¢(qi,aiy1) flr i =0,1,...n—1, und somitq, €
8'(qo,w). Die Zustandsfolggoqs . ..qn ist also ein akzeptierender Lauf vod'.
“D" Seiw = aiay...an € X* und seipgps . ..pn €in akzeptierender Lauf fow in M, d. h.,

ag an an

Po—-P1 Pn-

Dann istpg € Q( und damit existiert einjo € Qo, SO dassjo £ po. AulBerdem sing,, €
F' =F. Fur allei = 1,... n ist entwedep;_; -*+p; eine Transition ifV oder es existiert ein

Zustandq; € Q, so dasp;_ 1 q; undg; £ pi. Damit hatM einen akzeptierenden Lauf
der Formqo...poq1---P192---Pn-19n - - -Pn, Worausw € £(M) folgt. O

Statt eine Arte-Abschluss den Transitionen der Ubergangsfunktion arftieen wie im vo-
rangegangenen Beweis, konnen bei der Konstrukion einesalisAeinene-NFA auch alter-
native Definitionen vord’ genutzt werden mit entsprechenden Anpassungen der Arfands
Endzustandsmengedy, undF’.

Dem in Abbildung 15 angegebeneANFA M entspricht der gewOhnliche NFA, der aiy§
entsteht, indem die-Transition geléscht wird und stattdessen Zustgadals weiterer An-
fangszustand deklariert wird. Es ergibt sich folgender NFA
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Ein weiteres Beispiel fiir die Transformation “NP¥ mit e-Transitionen~ NFA M’ ist in
Abbildung 16 angegeben. Hier ist die Menge der Anfangsndlgtdm NFA M’ durch die
Menge von Anfangszustandéq, q1, q»} gegeben. Weiter gibt es i’ z.B. einena-Ubergang
von q; nachqy. Dieser ergibt sich aus den Transitionen

q1—qa—q2

in M. Daher giltqz € 86'(q1,a).

a
O
a a
ONNC
b b
as ds

Figure 16:e-NFA M ~~» NFA M’

Die Erweiterung vore-NFA ermdglicht recht einfache Realisierungen von Konkat®n und
Kleeneabschluss. In beiden Fallen gehen wir veldFA M, M2 bzw. M flr gegebene
regulére Spracheh; undL, bzw. L aus und konstruieren eineANFA fir Ly oL, bzw. L*.
Der resultierende-NFA kann dann mit der im Beweis von Lemma 2.22 (Seite 39) galgenen
Methode zu einem gewdhnlichen NFA transformiert werden.

Konkatenation. SeienM; = (Q1,Z,01,Qo,1,F1) undMsz = (Q2,%,82, Qo2 F2) zweie-NFA.
Wir kdnnen ohne Einschréankung annehmen, dass Q2 = @. Dere-NFA

MioMz = (Q1UQ2,Z,8,Qo,1,F2)
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NFA M, NFA M,

NFA M1 0 M, mit e-Ubergangen

Figure 17: Idee fur den Konkatenationsoperator fir NFA

verbindet die Endzustéande viMi; mit den Anfangszustanden v, durch einere-Ubergang.
Siehe Abildung 17. Wir formalisieren dies durch folgenddifigon der Ubergangsfunktios:

d1(q,a) : fallsqe Qiundae X

d2(q,a) : fallsqe Qaundae X
5(q,a) = Qo2Ud1(q,e) : fallsqeFy

51((],8) : fallsq S Q]_\Fl

d2(q,€) : fallsq € Q2

Es ist leicht zu sehen, dass tatsachlizfivi; o M,) mit der Sprachel (Mq) £L(M>) Uberein-
stimmt.

Kleeneabschluss. SeiM = (Q, L, 5,Qq,F) ein NFA mit oder ohne-Transitionen. Wir de-
finieren einene-NFA M* fir die Sprachel(M)* basierend auf der Idee, dass wir in allen
Endzustanden voi mit einer e-Transition zu einem Anfangszustand v zurlicksetzen
konnen. Siehe Abbildung 18. Die formale Definition \dfi ist wie folgt:

M* = (QU{qe)Z, 8%, QoU{q:}, FU{qe)),

wobeiq, ¢ Q ein neuer Zustand ist, der zugleich als Anfangs- und EndndstonM* deklar-
iert wird. Die Ubergangsfunktiof* von M* verbindet die Endzustande vovi Giber einere-
Ubergang mit den Anfangszustanden Wdn Fallsa € £ undq € Q, so isté*(q,a) = 8(q,a).
Die e-Transitionen der Zustandgee Q sind durch

x _J QoUd(q,e) : fallsqeF
lae) = { 5(?4,5) . fallsqe Q\F

gegeben. Zustand. hat keine ausgehenden Transitionen, dh(g.,a) = @ fir alle a €
Y U{e}. Der Spezialzustangl, wird bendtigt, um sicherzustellen, dass das leere Wortpslere
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wird. Man kann aufq. verzichten, fallse € £L(M). Es ist leicht zu sehen, daggM*) =
L(M)*,
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