
Reguläre Grammatik��� NFA 608

Sei G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S) eine reguläre Grammatik.

Definiere NFAM = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F ) wie folgt:

Zustandsraum QQQ === V ∪ {qF}V ∪ {qF}V ∪ {qF}
Startzustandsmenge Q0Q0Q0 === {S}{S}{S}
Endzustandsmenge FFF === {qF} ∪

{
A ∈ V : A→ ε

}{qF} ∪
{
A ∈ V : A→ ε

}{qF} ∪
{
A ∈ V : A→ ε

}
Übergangsfunktion: für AAA, B ∈ VB ∈ VB ∈ V , a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ

B ∈ δ(A, a)B ∈ δ(A, a)B ∈ δ(A, a) ⇔⇔⇔ A→ aBA→ aBA→ aB Regel in GGG

qF ∈ δ(A, a)qF ∈ δ(A, a)qF ∈ δ(A, a) ⇔⇔⇔ A→ aA→ aA→ a Regel in GGG
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Beispiel: reguläre Grammatik ��� NFA 611

reguläre Grammatik GGG :

SSS →→→ 111
∣∣∣∣∣∣ 0A0A0A

AAA →→→ 000
∣∣∣∣∣∣ 111

∣∣∣∣∣∣ 1A1A1A
∣∣∣∣∣∣ εεε

zugehöriger NFA:

SSS AAA

qFqFqF

111

000

0, 10, 10, 1

111
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Charakterisierung regulärer Sprachen 661

Sei LLL eine Sprache. Dann gilt:

LLL ist regulär, d.h.,

L = L(G )L = L(G )L = L(G ) für eine reguläre Grammatik GGG

gdw L = L(M)L = L(M)L = L(M) für einen NFAMMM
gdw L = L(M)L = L(M)L = L(M) für einen DFAMMM
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Vereinigungsoperator für NFA 693

gegeben: zwei NFA M1M1M1 === (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)

M2M2M2 === (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)

o.E. Q1 ∩ Q2Q1 ∩ Q2Q1 ∩ Q2 === ∅∅∅

NFAM = M1 �M2M = M1 �M2M = M1 �M2 = (Q,Σ, δ,Q0, F )= (Q,Σ, δ,Q0, F )= (Q,Σ, δ,Q0, F ), wobei

• Zustandsraum QQQ === Q1 ∪ Q2Q1 ∪ Q2Q1 ∪ Q2

• Anfangszustände Q0Q0Q0 === Q0,1 ∪ Q0,2Q0,1 ∪ Q0,2Q0,1 ∪ Q0,2

• Endzustände FFF === F1 ∪ F2F1 ∪ F2F1 ∪ F2

• Übergangsfunktion δ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Q

δ(q, a)δ(q, a)δ(q, a) ===

{
δ1(q, a)δ1(q, a)δ1(q, a) falls q ∈ Q1q ∈ Q1q ∈ Q1

δ2(q, a)δ2(q, a)δ2(q, a) falls q ∈ Q2q ∈ Q2q ∈ Q2
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Produktautomat für NFA 713

gegeben: zwei NFA M1M1M1 === (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)

M2M2M2 === (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)

Produktautomat: NFAM = M1 ⊗M2M = M1 ⊗M2M = M1 ⊗M2

• Zustandsraum QQQ === Q1 × Q2Q1 × Q2Q1 × Q2

• Anfangszustandsmenge Q0Q0Q0 === Q0,1 × Q0,2Q0,1 × Q0,2Q0,1 × Q0,2

• Endzustandsmenge FFF === F1 × F2F1 × F2F1 × F2

• Alphabet ΣΣΣ

• Übergangsfunktion δ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Q

δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 :δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 :δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 : p1 ∈ δ1(q1, a)p1 ∈ δ1(q1, a)p1 ∈ δ1(q1, a),

p2 ∈ δ2(q2, a)p2 ∈ δ2(q2, a)p2 ∈ δ2(q2, a)
}}}
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Produktautomat für DFA 715

gegeben: zwei DFA M1M1M1 === (Q1,Σ, δ1, q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1, q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1, q0,1, F1)

M2M2M2 === (Q2,Σ, δ2, q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2, q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2, q0,2, F2)

Produktautomat: DFAM = M1 ⊗M2M = M1 ⊗M2M = M1 ⊗M2

• Zustandsraum QQQ === Q1 × Q2Q1 × Q2Q1 × Q2

• Anfangszustand q0q0q0 === 〈q0,1, q0,2〉〈q0,1, q0,2〉〈q0,1, q0,2〉
• Endzustandsmenge FFF === F1 × F2F1 × F2F1 × F2

• Alphabet ΣΣΣ

• Übergangsfunktion δ : Q × Σ→ Qδ : Q × Σ→ Qδ : Q × Σ→ Q

δ(〈q1, q2〉, a) =δ(〈q1, q2〉, a) =δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉〈p1, p2〉〈p1, p2〉 ::: falls p1 = δ1(q1, a)p1 = δ1(q1, a)p1 = δ1(q1, a) 
= ⊥
= ⊥
= ⊥

und p2 = δ2(q2, a)p2 = δ2(q2, a)p2 = δ2(q2, a) 
= ⊥
= ⊥
= ⊥
⊥⊥⊥ ::: sonst
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Beispiel: Produkt-DFA 723

DFAM1M1M1

q0q0q0 q1q1q1

111 000

000

DFAM2M2M2

p0p0p0 p1p1p1
000

0, 10, 10, 1

Produktautomat: DFAM1 ⊗M2M1 ⊗M2M1 ⊗M2

q0p0q0p0q0p0

q0p1q0p1q0p1 q1p0q1p0q1p0

q1p1q1p1q1p1000

000 000

000

111

akzeptierte Sprache:{
0k : k

{
0k : k

{
0k : k ungerade

}}}
=== L(M1) ∩ L(M2)L(M1) ∩ L(M2)L(M1) ∩ L(M2)
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Korrektheit des Produktautomaten 731

gegeben: zwei NFAM1 = (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)M1 = (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)M1 = (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)
M2 = (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)M2 = (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)M2 = (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)

Produkt-NFAM =M1 ⊗M2 = (Q,Σ, δ,Q0, F )M =M1 ⊗M2 = (Q,Σ, δ,Q0, F )M =M1 ⊗M2 = (Q,Σ, δ,Q0, F )

• Zustandsraum QQQ === Q1 × Q2Q1 × Q2Q1 × Q2

• Anfangszustände Q0Q0Q0 === Q0,1 × Q0,2Q0,1 × Q0,2Q0,1 × Q0,2

• Endzustände FFF === F1 × F2F1 × F2F1 × F2
• Übergangsfunktion δ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Qδ : Q × Σ→ 2Q :

δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 :δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 :δ(〈q1, q2〉, a) =
{ 〈p1, p2〉 : p1 ∈ δ1(q1, a)p1 ∈ δ1(q1, a)p1 ∈ δ1(q1, a),

p2 ∈ δ2(q1, a)p2 ∈ δ2(q1, a)p2 ∈ δ2(q1, a)
}}}

zeige: L(M) = L(M1) ∩ L(M2)L(M) = L(M1) ∩ L(M2)L(M) = L(M1) ∩ L(M2)
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Komplementoperator für DFA 748

gegeben: DFAM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )

mit totaler Übergangsfunktion δδδ

Komplement-DFA M = (Q ′,Σ, δ′, q′0, F
′)M = (Q ′,Σ, δ′, q′0, F
′)M = (Q ′,Σ, δ′, q′0, F
′)

• Zustandsraum Q ′Q ′Q ′ === QQQ

• Alphabet ΣΣΣ

• Übergangsfunktion δ′δ′δ′ === δδδ

• Anfangszustand q′0q
′
0q
′
0 === q0q0q0

• Endzustände F ′F ′F ′ === Q \ FQ \ FQ \ F

Korrektheit: L(M) = L(M)L(M) = L(M)L(M) = L(M)
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Beispiel: Komplement-DFA 756

DFAMMM mit totaler Übergangsfunktion

q0q0q0 q1q1q1

q2q2q2

0, 10, 10, 1000

111

0, 10, 10, 1
akzeptierte Sprache L(M)L(M)L(M){

0w : w ∈ {0, 1}∗ }{
0w : w ∈ {0, 1}∗ }{
0w : w ∈ {0, 1}∗ }

Komplement-DFAMMM

q0q0q0 q1q1q1

q2q2q2

0, 10, 10, 1000

111

0, 10, 10, 1

akzeptierte Sprache L(M)L(M)L(M){
ε
} ∪ {

1w : w ∈ {0, 1}∗ }{
ε
} ∪ {

1w : w ∈ {0, 1}∗ }{
ε
} ∪ {

1w : w ∈ {0, 1}∗ }
= {0, 1}∗ \ L(M)= {0, 1}∗ \ L(M)= {0, 1}∗ \ L(M)
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Definition des Produkt-DFA 796

gegeben: zwei DFA M1M1M1 === (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)

M2M2M2 === (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)

mit totalen Übergangsfunktionen

Produkt-DFAM = (Q1 × Q2,Σ, δ, 〈q0,1, q0,2〉, F )M = (Q1 × Q2,Σ, δ, 〈q0,1, q0,2〉, F )M = (Q1 × Q2,Σ, δ, 〈q0,1, q0,2〉, F )
Übergangsfkt.: δ(〈q1, q2〉, a) = 〈δ1(q1, a), δ2(q2, a)〉δ(〈q1, q2〉, a) = 〈δ1(q1, a), δ2(q2, a)〉δ(〈q1, q2〉, a) = 〈δ1(q1, a), δ2(q2, a)〉

Endzustandsmenge für Durchschnitt:

F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1 und q2 ∈ F2

}
q2 ∈ F2

}
q2 ∈ F2

}
Endzustandsmenge für Vereinigung:

F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1F =
{ 〈q1, q2〉 : q1 ∈ F1 oder q2 ∈ F2

}
q2 ∈ F2

}
q2 ∈ F2

}
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Abschlusseigenschaften regulärer Sprachen 841

Die Klasse der regulären Sprachen ist abgeschlossen
unter:

disjunkte Vereinigung (NFA)
• Vereinigung ←−←−←− oder Produkt (DFA)

• Durchschnitt ←−←−←− Produkt (NFA/DFA)

• Komplement ←−←−←− Komplementoperator (DFA)

• Konkatenation

• Kleeneabschluss

Beweis mit Hilfe von entsprechenden Operatoren auf
endlichen Automaten (DFA, NFA)

}
←−←−←− via NFA mit

εεε-Transitionen
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NFA mit εεε-Transitionen, kurz εεε-NFA 854

M = (Q,Σ,M = (Q,Σ,M = (Q,Σ, δ,Q0, F )δ,Q0, F )δ,Q0, F ) wie NFA, aber

δ : Q × (Σ ∪ {ε})→ 2Qδ : Q × (Σ ∪ {ε})→ 2Qδ : Q × (Σ ∪ {ε})→ 2Q

akzeptierte Sprache: L(M) =L(M) =L(M) = Menge aller Wörter

w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗, für die es einen akzeptierenden Lauf gibt���
d.h., Zustandsfolge q0 q1 . . . qmq0 q1 . . . qmq0 q1 . . . qm, so dass

1. q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0

2. qm ∈ Fqm ∈ Fqm ∈ F
3. qi+1 ∈ δ(qi , bi+1)qi+1 ∈ δ(qi , bi+1)qi+1 ∈ δ(qi , bi+1), i = 0, 1, . . . ,m−1i = 0, 1, . . . ,m−1i = 0, 1, . . . ,m−1

wobei b1, b2, . . . , bm ∈ Σ ∪ {ε}b1, b2, . . . , bm ∈ Σ ∪ {ε}b1, b2, . . . , bm ∈ Σ ∪ {ε} und w = b1 b2 . . . bmw = b1 b2 . . . bmw = b1 b2 . . . bm
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Beispiel: εεε-NFA 861

q0q0q0 q1q1q1 q2q2q2

q3q3q3

εεε aaa

bbb bbb

z.B.: akzeptierender Lauf für bbb bbb aaa = ε b b a= ε b b a= ε b b a:

q0q0q0 q1q1q1 q1q1q1 q1q1q1 q2q2q2���
εεε

���
bbb

���
bbb

���
aaa

akzeptierte Sprache:
{
b
} ∪ {

bna : n � 0
}{

b
} ∪ {

bna : n � 0
}{

b
} ∪ {

bna : n � 0
}
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DFA, NFA und εεε-NFA 871

DFA

NFA

εεε-NFA

DFA ist Sonderfall
eines NFA

Potenzmengen-
konstruktion

NFA ist Sonderfall
eines εεε-NFA

eliminiere
εεε-Transitionen
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εεε-NFA ��� NFA 880b

εεε-NFA MMM === (Q,Σ, δ,Q0, F )(Q,Σ, δ,Q0, F )(Q,Σ, δ,Q0, F ) mit εεε-Transitionen	
	
	

NFAM′M′M′ === (Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F

′)(Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F
′)(Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F
′) ohne εεε-Transitionen

Q ′Q ′Q ′ === QQQ

Q ′0Q
′
0Q
′
0 ===

{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q : q0

ε
=⇒ pq0
ε

=⇒ pq0
ε

=⇒ p für ein q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0

}}}
ε

=⇒ε=⇒ε=⇒ reflexive, transitive Hülle von
ε−→ε−→ε−→, d.h.,

q
ε

=⇒ pq
ε

=⇒ pq
ε

=⇒ p gdw es gibt eine Zustandsfolge p0 p1 . . . pnp0 p1 . . . pnp0 p1 . . . pn

mit q = p0
ε−→ p1

ε−→ . . .
ε−→ pn = pq = p0

ε−→ p1
ε−→ . . .

ε−→ pn = pq = p0
ε−→ p1

ε−→ . . .
ε−→ pn = p und n � 0n � 0n � 0

insbesondere: q
ε

=⇒ qq
ε

=⇒ qq
ε

=⇒ q für alle Zustände qqq
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εεε-NFA ��� NFA 882

εεε-NFA MMM === (Q,Σ, δ,Q0, F )(Q,Σ, δ,Q0, F )(Q,Σ, δ,Q0, F ) mit εεε-Transitionen	
	
	

NFAM′M′M′ === (Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F

′)(Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F
′)(Q ′,Σ, δ′,Q ′0, F
′) ohne εεε-Transitionen

Q ′Q ′Q ′ === QQQ

Q ′0Q
′
0Q
′
0 ===

{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q : q0

ε
=⇒ pq0
ε

=⇒ pq0
ε

=⇒ p für ein q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0

}}}
F ′F ′F ′ === FFF

δ′(q, a)δ′(q, a)δ′(q, a) ===
{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q :

{
p ∈ Q : q a−−→ r

ε
=⇒ pq a−−→ r
ε

=⇒ pq a−−→ r
ε

=⇒ p für ein r ∈ Qr ∈ Qr ∈ Q
}}}

Korrektheit: L(M) = L(M′)L(M) = L(M′)L(M) = L(M′)
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Beispiel: εεε-NFA 886

q0q0q0 q1q1q1 q2q2q2

q3q3q3

εεε aaa

bbb bbb

äquivalenter NFA ohne εεε-Transitionen:

q0q0q0 q1q1q1 q2q2q2

q3q3q3

Q ′0 = {q0, q1}Q ′0 = {q0, q1}Q ′0 = {q0, q1}
da q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0q0 ∈ Q0

q0
ε

=⇒ q1q0
ε

=⇒ q1q0
ε

=⇒ q1

aaa

bbb bbb
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Beispiel: εεε-NFA ��� NFA 891

εεε-NFAMMM
q0q0q0

q1q1q1

q2q2q2 q3q3q3

q4q4q4 q5q5q5

εεε

εεε

εεεεεε

bbb

aaa

aaa

NFAM′M′M′

q0q0q0

q1q1q1

q2q2q2 q3q3q3

q4q4q4 q5q5q5

aaa

aaa

aaa

aaa bbb

akzeptierte Sprache: {an : n � 0}{an : n � 0}{an : n � 0} ∪ {anb : n � 1}∪ {anb : n � 1}∪ {anb : n � 1}
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Abschlusseigenschaften regulärer Sprachen 919

Die Klasse der regulären Sprachen ist abgeschlossen
unter:

disjunkte Vereinigung (NFA)
• Vereinigung ←−←−←− oder Produkt (DFA)

• Durchschnitt ←−←−←− Produkt (NFA/DFA)

• Komplement ←−←−←− Komplementoperator (DFA)

• Konkatenation

• Kleeneabschluss

Beweis mit Hilfe von entsprechenden Operatoren auf
endlichen Automaten (DFA, NFA)

}
←−←−←− via εεε-NFA
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Konkatenation für εεε-NFA 928

M1M1M1

Q0,1Q0,1Q0,1

F1F1F1

M2M2M2

Q0,2Q0,2Q0,2

F2F2F2

εεε-NFA für L(M1)L(M2)L(M1)L(M2)L(M1)L(M2):

Q0,1Q0,1Q0,1

F1F1F1

Q0,2Q0,2Q0,2

F2F2F2
εεε
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Konkatenation für εεε-NFA 931

gegeben: zwei εεε-NFA

M1M1M1 === (Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)(Q1,Σ, δ1,Q0,1, F1)

M2M2M2 === (Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)(Q2,Σ, δ2,Q0,2, F2)

}
o.E. Q1 ∩ Q2 = ∅Q1 ∩ Q2 = ∅Q1 ∩ Q2 = ∅

εεε-NFA:

M1 ◦M2 = (Q1 ∪ Q2,Σ, δ,M1 ◦M2 = (Q1 ∪ Q2,Σ, δ,M1 ◦M2 = (Q1 ∪ Q2,Σ, δ, Q0,1,Q0,1,Q0,1, F2)F2)F2)

für q ∈ Q1q ∈ Q1q ∈ Q1, a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ: δ(q, a)δ(q, a)δ(q, a) === δ1(q, a)δ1(q, a)δ1(q, a)

für q ∈ Q2q ∈ Q2q ∈ Q2, a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ: δ(q, a)δ(q, a)δ(q, a) === δ2(q, a)δ2(q, a)δ2(q, a)

für q ∈ F1q ∈ F1q ∈ F1: δ(q, ε)δ(q, ε)δ(q, ε) === Q0,2Q0,2Q0,2 ∪∪∪ δ1(q, ε)δ1(q, ε)δ1(q, ε)

für q ∈ Q1 \ F1q ∈ Q1 \ F1q ∈ Q1 \ F1: δ(q, ε)δ(q, ε)δ(q, ε) === δ1(q, ε)δ1(q, ε)δ1(q, ε)

für q ∈ Q2q ∈ Q2q ∈ Q2: δ(q, ε)δ(q, ε)δ(q, ε) === δ2(q, ε)δ2(q, ε)δ2(q, ε)
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Kleeneabschluss für εεε-NFA 946

gegeben: εεε-NFAM = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )

Q0Q0Q0
FFF

εεε-NFAM∗M∗M∗ für L(M)∗L(M)∗L(M)∗:

Q0Q0Q0
FFF

εεε

qεqεqε

Übergangsfkt. δ∗δ∗δ∗

erweitert δδδ um
εεε-Transitionen von
allen End- zu allen
Anfangszuständen

M∗ = (Q ∪ {qε},Σ, δ∗,M∗ = (Q ∪ {qε},Σ, δ∗,M∗ = (Q ∪ {qε},Σ, δ∗, Q0 ∪ {qε},Q0 ∪ {qε},Q0 ∪ {qε}, F ∪ {qε})F ∪ {qε})F ∪ {qε})
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