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NFA M NFA M* mit e-Ubergiingen
Abbildung 18: Idee fiir den Kleeneoperator fiir NFA

Fiir den Plusoperator kann man die Gleichung L™ = L o L* verwenden und + mittels Konkate-
nation und Kleeneabschluss fiir e-NFA realisieren. Alternativ kann man auch einen ¢-NFA M™
genau wie flir den Kleeneabschluss konstruieren und lediglich auf den zusétzlichen Anfangs-
und Endzustand q. verzichten. M geht also aus M hervor, indem e-Transitionen von allen
End- zu allen Anfangszustdnden eingefiigt werden.

Satz 2.23. Die Klasse der reguldren Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation, Kleene-
abschluss, Komplementbildung und Durchschnitt abgeschlossen.

Grofle der konstruierten endlichen Automaten

Die oben angegebenen Operatoren fiir endliche Automaten stellen zugleich algorithmische Ver-
fahren zur Realisierung der fiinf Kompositionsoperatoren fiir reguldre Sprachen dar, die durch
endliche Automaten gegeben sind. Wir diskutieren nun die Grof3e der konstruierten endlichen
Automaten gemessen an der Anzahl an Zustdnden. Ist M = (Q,Z,5,Qq,F) ein e-NFA (oder
NFA oder DFA), so bezeichnet | M| die GroBe des Zustandsraums von M, also

M| £ |Q| = Anzahl an Zustdnde in M

Die Effizienz von Algorithmen, die mit endlichen Automaten operieren, wird gemessen an
der Anzahl an Zustdnden plus Anzahl an Transitionen. Hierfiir verwenden wir auch die Be-
zeichnung size(M). Der exakte Wert von size(M) ist also |Q| plus die Anzahl an Tripeln
(q,a,p) € Q x (ZU{e}) x Q mit p € 8(q,a). Dies entspricht der GroBe von M in der fiir
Graphen bekannten Adjazenzlistendarstellung. Offenbar gilt

M| < size(M) < IQI+IQIP-(IZ]+1) =O(IMP),

wobei sich die Angabe der GréBenordnung mit dem Operator O auf ein festes Alphabet bezieht.
Je nach Kontext bezeichnen wir [ M| oder size(M) als GroBle des e-NFA M.

Wir diskutieren nun die Gréf3e der endlichen Automaten, die durch den Einsatz der oben er-
lauterten Operatoren entstehen. Wir konzentrieren uns hier auf die Gréfe des Zustandsraums.
Analoge Betrachtungen konnen fiir den GréB3enoperator size(M) durchgefiihrt werden. Die be-
schriebene Transformation eines e-NFA M in einen dquivalenten NFA M’ hat keinen Einfluss
auf die Zustinde. Es gilt also |M| = [M’|. Die Potenzmengenkonstruktion, die einen NFA M
in einen dquivalenten DFA Mg, liberfiihrt, verursacht ein exponentielles Blowup. Mit der im
Beweis von Satz 2.15 auf Seite 30 angegebenen Definition von Mg gilt

}Mdet| - 2‘M|
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Oftmals sind zwar nicht alle Teilmengen P der Zustandsmenge QQ von M in My erreichbar,
jedoch werden wir spiter sehen, dass das exponentieclle Wachstum fiir den Ubergang von NFA
zu dquivalenten DFA unvermeidbar sein kann.

Nun zu den Kompositionsoperatoren. Die GroBe des Zustandsraums des NFA M W M, fiir die
Vereinigung ist [M; |+ |M;|. Durch die Realisierung des Durchschnitts mittels des Produktope-
rators ® ergibt sich ein NFA mit | M| - |M;| Zustinden. Wendet man eine on-the-fly Konstruk-
tion an, die nur den erreichbaren Teil des Produktautomaten konstruiert, so kann der Zustands-
raum des resultierenden Automaten fiir die Durchschnittssprache selbstverstdandlich kleiner als
|V | - M| sein. Dasselbe gilt fiir den modifizierten Produkt-Operator als Vereingungsoperator
fir DFA. Der Komplementoperator fiir DFA ldsst den Zustandsraum unverdndert. Fiir jeden
DFA M gilt also |[M| = |M|. Startet man mit einem NFA M und wendet zunichst die Potenz-
mengenkonstruktion an, um dann den Komplementbildung einzusetzen, so ist ein exponentiel-
les Blowup moglich. Die Operationen Konkatenation und Kleeneabschluss sind fiir NFA oder
e-NFA effizient. Es gilt [M; o Ms| = |M; |+ |M5| und |[M*| = | M|+ 1.

2.2.2 Das Pumping Lemma fiir reguléire Sprachen

Der folgende Satz (in der Literatur als Pumping Lemma bekannt) préasentiert ein notwendiges
Kriterium fiir regulére Sprachen und kann fiir den Nachweis genutzt werden, dass eine Sprache
nicht regulér ist.

Satz 2.24 (Pumping Lemma fiir reguléire Sprachen). Sei L C Z* eine reguldire Sprache. Dann
gibt es eine ganze Zahl n > 1, so dass jedes Wort z € L mit |x| > n wie folgt zerlegt werden
kann: z = uvw mit Wortern u,v,w € X*, so dass

(1) w*w e L fiirallek € N
2) b >1

(3) luw| < n.

Beweis. Da L regulir ist, gibt es einen NFA M = (Q, %, 9, qo, F) mit £(M) = L (Corollar 2.19
auf Seite 35). Sei |Q| =n. Wir zeigen nun, dass jedes Wort in £ (M) der Lange > n in Teilworter
u, v, w zerlegt werden kann, so dass die oben genannten Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillt
sind. Sei

z = aay...am € L(M) mit |zl=m>n

und sei o g ... gm ein akzeptierender Lauf fiir z in M. Dann ist q, € F. Wir betrachten nur
die ersten n+1 Zustinde dieses Laufs. Da M genau n Zustdnde hat, gibt es Indizes 1, j mit
0 <i<j<n,sodass q; = qj. Wir zerlegen z wie folgt:

u=aqa...ajy, v= ai+1ai+2...aj, w = aj+1aj+2...am.
Wir weisen nun die geforderten Eigenschaften (1), (2) und (3) nach.

(2) Wegeni<jgiltv| > 1.
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(3) Wegenj < gilt [uv| =|a;y...qj| =j <n.
(1) Sei k € N. Wir betrachten das Wort
wkw = Q-G8 B Gir -G o g QGO
=u =v —v =v =w
Das Wort uv¥w hat einen akzeptierenden Lauf der Form
go--- didi+1 - 4jqi+1--- G5 .- i1 --- jdj+1 -+ Gm
= qo-.- qi(qis1,---.9) dj1 ... qm
Dabei benutzen wir die Tatsache, dass ¢; = ;. Wegen qm € F folgt uvfw € £(M) = L.

]

Wir machen uns die Aussage von Satz 2.24 an einem einfachen Beispiel klar. Wir betrachten
folgenden DFA M fiir die Sprache L = {0(01)™00 : m € N}.

() (Ao}

1

Die Konstante n aus dem Pumping Lemma kann hier n = 4 (Anzahl an Zusténde) gewéhlt
werden. Jedes Wort x € £(M) der Liange > 4 hat die Form x = uvw, wobei

u=0, v=01 und w=(01)"00

und (1) v # ¢, (2) luv| = 3 < 4 =n sowie die Pump-Eigenschaft (3) uv*w =0(01)*w € £L(M) =
L fiir alle k € N.

Nicht-regulire Sprachen. Das Pumping Lemma kann fiir den Nachweis verwendet werden,
dass eine Sprache nicht regulér ist. Als Beispiel betrachten wir

L={a"b":neNn>1}.

Eine informelle Erkldrung, warum L nicht regulér, ergibt sich daraus, dass das Modell endlicher
Automaten nicht méchtig genug ist, um L darzustellen. Dies liegt im Wesentlichen daran, dass
endliche Automaten keinen unbeschrinkten Speicher haben; sondern lediglich die Zustidnde zur
Speicherung von Daten verwenden konnen. Endliche Automaten kénnen so konzipiert werden,
dass sie bis 2, 3 oder bis zu einem anderen festen (von der Eingabe unabhidngigen) Wert k “zéh-
len” konnen; jedoch sind sie nicht in der Lage, von der Eingabe abhidngige Werte zu speichern.
Beim Einlesen der Eingabe kann ein endlicher Automat zwar priifen, ob das Eingabewort von
der Form a™b™ ist. Ein endlicher Automat kann jedoch nicht die prizise Anzahl der gelesenen
a’s speichern, um dann zu priifen, ob ebensoviele b’s folgen.

Wir weisen nun formal nach, dass L nicht regulér ist. Hierzu zeigen wir, dass die im Pumping
Lemma angegebene Bedingung verletzt ist. Wir nehmen an, L wére regulér, und fiithren diese
Annahme zu einem Widerspruch. Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma und sei x = a"b™.
Weiter seien u, v und w Teilworte von x mit x = uvw und den Eigenschaften (1), (2) und (3)
aus dem Pumping Lemma.
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Da |uv| < n ist, besteht v nur aus a’s.

Etwav = a'. Dann ist 1 = |v| > 1. Somit ist

w?w = wwww = a™p" ¢ L.

Widerspruch zu Eigenschaft (3).

Ebenfalls mit Hilfe des Pumping Lemmas kann man zeigen, dass auch die Sprache L’ aller
Woérter w € {a, b}*, die ebenso viele a’s wie b’s enthalten, nicht regulir ist. Ein andere Methode,
um den Nachweis zu erbringen, dass L’ nicht regulér ist, geht wie folgt. Offenbar ist

L=LNnL" wobeil” = {(1“bm : n,m}O}.

Die Sprache L” ist reguldr. Dies kann man z.B. durch die Angabe eines endlichen Automaten
M fiir L” belegen.

Hierzu gentigt ein DFA mit zwei Zustdnden g, und qy, die beide als Endzusténde dekla-
riert sind. Der Anfangszustand ist q4. Weiter ist 6(qq, @) = qq, 6(qq,b) =8(qp,b) = qp
und (qp,a) = L.

Wire nun L’ regulér, dann wire (geméiB der Aussage von Satz 2.23, Seite 44) auch die Sprache
L =L'NL" regulir. Dies ist nicht der Fall, wie wir oben gesehen haben.

Die Aussage des Pumping Lemmas stellt eine notwendige Bedingung fiir reguldre Sprachen
dar. Wir erwéhnen ohne Beweis, dass es nicht-regulidre Sprachen gibt, welche das im Pumping
Lemma angegebene Kriterium erfiillen.

2.2.3 Algorithmen fiir endliche Automaten

In engem Zusammenhang zur Konstruktion von endlichen Automaten fiir gegebene regulire
Sprachen stehen Analysealgorithmen, wovon Verfahren fiir das Wortproblem und der Aquiva-
lenztest zu den wichtigsten Fragestellungen zdhlen.

Das Wortproblem. Ist M ein DFA mit dem Alphabet £ und w ein Wort iiber X, dann kann
die Frage nach dem Wortproblem der akzeptierten Sprache von M, d.h., “gilt w € £(M)?”
in linearer Zeit O(|w|) beantwortet werden. Wir miissen lediglich den DFA M bei Eingabe w
simulieren. Fiir NFA kann der fiir w = a;a;... a relevante Teil des Potenzmengen-DFA Mgt
konstruiert werden, was einer Berechnung von §(Qg,w) fiir die erweiterte Ubergangsfunktion
im NFA mit der Berechnungsvorschrift

Py := Qo und Piy1:= U 6(p,ai+1) firi=0,1,...,n—1.
pEP;

Anschliessend ist zu priifen, ob P, = 6(Qg,w) wenigstens einen Endzustand von M enthilt.
Alternativ kann man einen DFA M,, fiir die einelementige Sprache {w} konstruieren (siche
Skizze unten), dann das Produkt M,, ® M bilden und anschliessend einen Nichtleerheitstest

(siche unten) auf den Produkt-NFA anwenden. Dieses Verfahren beruht auf der Beobachtung,
dass w € £(M) genau dann gilt, wenn £ (M, @ M) = L(M,,) N L(M) ={w}NL(M) ={w}.

L)@ )2 ()
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Leerheitstest. Die Frage “gilt £L(M) = @?” fiir einen NFA (oder DFA) M l4sst sich mit ei-
ner Erreichbarkeitsanalyse realisieren. Wir miissen lediglich priifen, ob einer der Endzustiande
von einem der Anfangszustidnde erreichbar ist. Dazu konnen wir eine Tiefen- oder Breitensu-
che anwenden, wahlweise “vorwirts” (d.h., mit den Anfangszustinden beginnend nach einem
erreichbaren Zustand p € F suchend entlang der Kanten, die duch die Ubergangsfunktion in-
duziert werden) oder “riickwérts” (d.h., mit den Endzustidnden beginnend und nach einem An-
fangszustand suchend entlang der Kanten (p, q), falls p € [ 5 8(q, a)). In beiden Fillen sind
die Kosten fiir den den Leerheitstest linear in size(M).

Universalitidt. Dual zu dem Leerheitsproblem ist die Frage nach der Universalitét eines end-
lichen Automaten. Hiermit ist die Frage “gilt £(M) = X*?” gemeint, wobei X fiir das Alphabet
von M steht. Offenbar gilt £(M) = Z* genau dann, wenn £ (M) = @. Daher kann der Univer-
salitdtstest fiir DFA durch Komplementierung der Endzustandsmenge (und eventuell vorange-

gangene Totalisierung) auf das Leerheitsproblem zuriickgefiihrt werden.

Inklusions- und Aquivalenztest. Die Frage, ob zwei DFA M und M, &dquivalent sind, d.h.
“gilt L(M;) = L(M;)?” lasst sich auf das Inklusionsproblem reduzieren, da:

L(My) =L(My) gdw L(M;) € L(My) und £L(My) € L(M;)

Fiir den Inklusionstest konnen wir folgende Beobachtung ausnutzen:

LMy) CL(My) gdw LM)NL(My) =9
gdw L(Mﬂ@ﬁz):@

Zur Beantwortung der Frage “gilt £(M;) C L£(M,)?” konnen wir also wie folgt verfahren.
Wir bilden den Produktautomaten aus M; und dem Komplementautomaten von M, und fiihren
fiir diesen den Leerheitstest durch. Die Laufzeit fiir den Inklusions- und Aquivalenztest fiir
gegebene DFA M, M, ist linear in der GroBBe der Produkt-DFA M, @ M,y bzw. M| @ Mo,
und kann daher durch ©(size(M) - size(M;)) angebenen werden. Hierbei steht size(M) fiir
die Anzahl an Zustédnden und Transitionen in M. Fiir gegebene NFA kann der Inklusions- und
Aquivalenztest mit der beschriebenen Methode und vorangegangener Determinisierung gelost
werden. Die Kosten werden dann jedoch durch die Determinisierung dominiert und sind im
schlimmsten Fall exponentiell.

Endlichkeitstest. Das Endlichkeitsproblem fiir endliche Automaten fragt, ob die akzeptierte
Sprache endlich ist. Das Endlichkeitsproblem kann fiir NFA dank folgender Beobachtung gelost
werden. Die durch einen NFA M akzeptierte Sprache ist genau dann unendlich, wenn es einen
Anfangszustand qg, einen Endzustand p und einen Zustand r gibt, so dass T von o und p von
1 erreichbar ist und r auf einem Zyklus liegt. Diese Bedingung kann durch den Einsatz von
Graphalgorithmen, welche hier nicht erldautert werden, in linearer Zeit gelost werden.
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