2.3 Regulare Ausdriicke

In Satz 2.23 auf Seite 44 haben wir gesehen, dass die Klassegldaren Sprachen unter
allen gangigen Verknupfungsoperatoren (Vereinigung,cBsechnitt, Komplement, Konkate-
nation und Kleeneabschluss) abgeschlossen ist. Satz 2n23dahingehend verschéarft werden,
dass die Klasse der regularen Sprachen filmke kleinste Klasse ist, die unter den Operationen
Vereinigung, Konkatenation und Kleeneabschluss abgesséh ist und welche die Sprachen
7, {e} und{a}, a € £ enthalt. Um diese Aussage zu belegen, betrachten wir eiréenan
Formalismus, der sehr intuitive Schreibweisen fur regquprachen ermoglicht.

Definition 2.25 (Syntax regulérer Ausdriicke). SeiZ ein Alphabet. Die Menge der regularen
Ausdrucke ubeL ist durch folgende induktive Definition gegeben.

1. @ unde sind regulare Ausdriicke.

2. Firjedes1 € X ist a ein regularer Ausdruck.

3. Mit x und  sind auch(p), (ec+ ) und (*) regulare Ausdriicke.
4

. Nichts sonst ist ein regularer Ausdruck.

Die Klammern werden oftmals weggelassen, wobei der Verkmigsoperato# die schwach-
ste Prioritat hat und der Sternoperator am starksten bindd. stehtae + bc* fur ((ae) +
(b(c*))).* u

Anstelle der oben angegebenen induktiven Definition vedeeman auch haufig eine saloppe
BNF-ahnliche Kurzschreibweisalfstrakte Syntagenannt), die die Option fir das Setzen von
Klammern als Selbstverstandlichkeit unterstellt und3 als Metasymbole fir regulare Aus-
driicke andh fir die Elemente des zugrundeliegenden Alphabets verviende

ai= @ |ela|ap | atp |«

Regulare Ausdriicke stehen fur Sprachen. Intuitiv simthd a Kurzschreibweisen fur die jew-
eils einelementigen Sprachén; und{a}. Der Ausdruck«f3 steht fir die Sprache, die sich
durch Konkatenation der Sprachen tiund 3 ergibt. Manchmal verwenden wir hierfur auch
das Konkatenationssymbolund schreibenxo 3 statta3. (In der Literatur wird manchmal
auch ein Strichpunkt “;” anstelle von als Symbol fur die Konkatenation verwendet.) Das
Symbol+ steht fiir die Vereinigung, der Sternoperatdtir den Kleeneabschluss. Der Plusop-
erator ist durchxt = o* definiert. Anstelle vonx -+ 3 wird in der Literatur auch oftmals|
geschrieben.

Die Langeeines reguléaren Ausdruckswird mit |«| bezeichnet. Sie ist definiert als die Lange
von « aufgefasst als Wort tber dem Alphaket) {—l—,*, (,),e,@}. Fur unsere Zwecke wird
nur die asymptotische Lange eine Rolle spielen. Diese isthddie Anzahl an Operatoren
(Vereinigung+, Konkatenatiorr und Kleeneabschlusg in « gegeben. So enthélt z.B. der
regulare Ausdruckie + bc* insgesamt vier Operatoren (zwei Konkatenationen und jeain
“+”und “x").

4Ahnlich wie in Beispiel 1.10 auf Seite 14 kann anstelle dduitiven Definition eine kontextfreie Grammatik
fur die Syntax vollstandig oder sparsam geklammerter éegulAusdriicke angegeben werden.
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Definition 2.26 (Semantik regularer Ausdriicke). Die zu einem regularen Ausdruek ge-
hérende Sprach&(«) ist wie folgt definiert.

L(@) = 2 L(e) = {e}
L(a) = {a} Llap) = L(x)L(B)
Lla+B) = Ll)UL(B) L) = L(a«)*

Zwei regulare Ausdrickes, oo heilendquivalent(i. Z. oy = ), wennl (o) = L( o). Wir
nennernx nichtleer, wenrx # @; also wennl («) # &. ]

Alle Rechengesetze fur formale Sprachen und den VereiggyuKonkatenations- und Sternop-
erator (siehe Seite 7) Ubertragen sich auf regulare Aukdrio gilt z.B. das Assoziativgesetz
(x+B)+v = x+ (B +7v) und Kommutativgesetz + 3 = 3 + « sowie die beiden Distribu-
tivgesetze:

x(B+y) = af+ay (B+ylx = Pty

Im Allgemeinen gilt jedoch(oc + 3)* # o* + 3*, da z. B. das Wortb in der zu(a+b)*
gehodrenden Sprache liegt, jedoch aber nicht in den’z¢ b* gehdrenden Sprache. Weitere
Beispiele sind die Neutralitdt vonfur den Konkatenationsoperatox = xe = x odergu =
X =.

Regulare Ausdricke bilden neben regularen Grammatikerdandereits besprochenen Vari-
anten endlicher Automaten einen weiteren Formalismusefjumlére Sprachen. Wir werden se-
hen, dass die Klasse der regularen Sprachen genau mit deyekdar Sprachefi( «) fur einen
regularen Ausdruckx Ubereinstimmt. Diese Aussage weisen wir nach, indem wincdypar-
haltende Transformationen von reguléare Ausdricken zudaredi Automaten und umgekehrt
angeben.

Wir geben zwei Verfahren an, wie man zu gegebenem regulatesurfickx einene-NFA
konstruieren kann, der genau die Spractier) akzeptiert. Diese Verfahren liefern den Beweis
fur folgendes Lemma.

Lemma 2.27 (Regulérer Ausdruck~ ¢-NFA). Zu jedem regularen Ausdruckgibt es einen
e-NFAM mit £(a) = L(M).

1. Verfahren “Regulérer Ausdruck ~» NFA". Das erste Verfahren beruht auf einem kom-
positionellen Ansatz, der die Operatoren Vereinigupy) Konkatenation und Kleeneabschluss
regularer Ausdriicke durch die entsprechenden OperatofesiMFA realisiert. Flrx = &, €
odera € £ geben wir explizit einen NFA, mit £(My) = L(x) an.

e Fir o = @ kbnnen wir einen beliebigen NFA mit leerer Endzustandsreemgwenden,
etwa bestehend aus einem Anfangszustand, der keine Toaesithat und nicht final ist.
(Alternativ kdnnte man sogar den NFA mit leerer Zustandsyeererwenden.)

e Fir o = ¢ verwenden wir einen NFA, der aus einem Zustagdesteht. Dieser ist zu-
gleich Anfangs- und Endzustand und hat keine ausgehendasifionen.
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e Ist x = a € X, so verwenden wir einen NFA{, mit zwei Zustanderyo,q1 und der
Transition

qo—> q1.

Es gibt keine weiteren Transitionen,. Zustandqg wird als Anfangszustandy; als
Endzustand deklariert.

Ist x von der Form3y oder(3 +y oderf3*, dann konstruieren wir zuerst (rekurss/NFA Mg
bzw. M, fur die Teilausdriicked undy und wenden dann den entsprechenden Operator fur
e-NFA an. Siehe Abschnitt 2.2 auf Seite 35 ff.

Die Grof3e des resultierenderNFA M, gemessen an der Anzahl an Zustanden ist offenbar
linear in der L&nge des gegebenen regularen AusdraaciBeachte, dass die NFA fur atomare
reguléare Ausdriickes, ¢ odera € X hoéchstens zwei Zustande haben und dass die Operatoren
Konkatenatiori(; o M» und VereinigungMy & M, einene-NFA generieren, dessen Anzahl

an Zustanden gleichiv(4| + |My| ist. Fur den Kleeneabschluss giN(*| = |[M|+ 1. Durch
strukturelle Induktion kann dann gezeigt werden, dagg < ||+ 1.

2. Verfahren “Regularer Ausdruck ~» NFA". Eine weitere Konstruktionsmdglichkeit fir
die Konstruktion eines-NFA besteht darin, den Automaten schrittweise durch ssgizes Ein-
fugen von Zustédnden und Kanten aufzubauen. Den Spezialalb konnen wir ausklammern,
da die akzeptierte Sprache eines NFA ohne Endzustander(dlberer Endzustandsmenge) of-
fenbar leer ist. Im Folgenden setzen wir atse¢ @ voraus. Beginnend mit einem gerichteten
Graphen bestehend aus zwei Zustéanden, die Uber eine beschriftete Kante miteinander
verbunden sind, fligen wir sukzessive neue Zustande einTiAmsitionen sind zunachst mit
reguléren Ausdriicken beschriftet. Diese werden sukzeskivch echte Teilausdriicke ersetzt
bis alle Kanten mit oder einem Terminalzeichanc ¥ beschriftet sind. Die prazise Vorge-
hensweise ist in Abbildung 19 angegeben. Der resultier@rdph ist eire-NFA, der genau die
Sprachel («) akzeptiert. Wie fiir das erste Verfahren kann auch hier gi@ranverden, dass
die Grol3e des konstruierten NFA linear in der LAnge des gagmbregularen Ausdrucks ist.

Die bisherigen Ergebnisse belegen noch nicht, dass jed&redSprache durch einen regularen
Ausdruck beschrieben werden kann. Wir zeigen nun, dassdamendlichen Automatent
ein regulérer Ausdruck konstruiert werden kann, so da&éx) = £(M).

Lemma 2.28 (NFA~~ regularer Ausdruck). Zu jedem NFAM gibt es einen regularen Aus-
drucka mit £(o) = L£L(M).

Auch hierzu diskutieren wir zwei Verfahren. Das erste Mairéa beruht auf einem Gleichungs-
system flr regulare Ausdrucke, welche die Spradhes {x € £*: 6(q,x) NF # &} reprasen-
tieren, und ist unter dem Stichwort “Ersetzungsmethod&ahat. Das zweite Verfahren beruht
auf der Methodik des dynamischen Programmierens zur Bevechregularer Ausdriicke fur
die Spracher. , aller Worterx, so das$(q,x) = p.

Ungeachtet, welche Methode eingesetzt wird, kdnnen zwb&ahige Vereinfachungen an dem
gegebenen NFA vorgenommen werden, die die akzeptierteclgpranverandert lassen, aber
den Automaten verkleinern. Z.B. kdnnen alle Zustamdentfernt werden, von denen kein
Endzustand erreichbar ist. Eine derartige VereinfachuieggNFA |&sst sich mit einer Tiefen-
oder Breiten-Ruckwartssuche, gestartet mit Betustanden, realisieren. Mit Rickwartssuche
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Initialisierung: q1

Iteration: solange moglich, wende eine der drei Regeln an:

Regel 1: generiere neuen Zustandind ersetzej ﬂm durch

q P o :H»y p

Regel 2: ersetze Mp durch

Regel 3: generiere neuen Zustandind ersetzej B—>p durch

q —= E>p

Figure 19: Zweites Verfahren “regularer Ausdrueke-NFA’

ist hier gemeint, dass mit den Endzustdnden beginnend naem é\nfangszustand entlang
der Kanten(p, q), falls p € J,c5 8(q,a), gesucht wird. Ebenso kénnen alle unerreichbaren
Zustande (also Zustande, die von keinem Anfangszustaedtiebar sind) eliminiert werden.
Im Folgenden kdnnen wir also davon ausgehen, dass die Badzssengé von jedem Zus-
tand erreichbar ist und dass alle Zustand@iarreichbar sind.

1. Verfahren “NFA ~~ regularer Ausdruck”: Ersetzungsmethode. Im Folgenden seM =
(Q, Z, 8, Qo, F) ein NFA, von dem vorausgesetzt wird, dass alle Zustande \emgstens
einem Anfangszustangh € Qo erreichbar sind und dass die Endzustandsméng® jedem
Zustand erreichbar ist. Das Ziel ist die Konstruktion eireggilaren Ausdrucks fur die duréit
akzeptierte Sprache(M) C X*. Die Ersetzungsmethode beruht auf der Idee, jedem Zustand
einen regularen Ausdruak, zuzuordnen, welcher flr die Sprache

Ly £ {wez*:5(qw)NF#£o}
aller Worterw € X* steht, die einen in Zustangl beginnenden, akzeptierenden Lauf im Au-
tomaten haben. Das Ziel ist also die Konstruktion regulawesdrickeo fur alle Zustande
q € Q, so dassC(ag) = Lgq. Wegenl(M) = quQoLq erhalt man dann einen gesuchten
regularen Ausdruck fiM, indem man die Summe der regularen Ausdriekefir alle An-
fangszustande betrachtet. Ist also e@w={q1, ...,qx}, SO ist

X = O(ql—{-—{—och

ein regularer Ausdruck mi (o) = £(M).
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Zunachst kann man ein Gleichungssystem flr aliégs hinschreiben, welches sich aus der
Ubergangsrelatioa ergibt. Im Folgenden gehen wir von einer beliebigen, abstefe Num-
merierung der Zustande aus, etQa={qu,...,qn}, und schreiben kura; fir o;.

DasGleichungssysteffiir die regularen Ausdriicke ist nun wie folgt:

e Istq; ¢ F, soist

oqEZ Z aoc,

a€X red(qi,a)

e Ist g ein Endzustand, so ist der oben angegebene Ausdrucktuiinzu erweitern. D.h.,

far g; € Fist
Z Z ao, + €

acl red(qq,a)

Dabeiist Y ax, = &, fallsd(qi,a) =o furallea € L.
ael red(qq,a)

Das Gleichungssystem fur dig’s kann nun geldst werden, indem man sukzessive folgende
Ersetzungregetinsetzt:

“‘Aus x = Ba+vyunde & L(p) folgt x = B*y.”

Zuséatzlich benétigt man einige Aquivalenzregeln fir régalAusdriicke, etwa die beiden Aquiv-
alenzgesetze

Bry+...+ By = (Br+...+PBx)y und yB1+...+vPx = v(Br+...+Pi)

und einige Aquivalenzgesetze félund o (wie z.B.3 +@ =  oderf@ = @). Man beachte
den Sonderfaly = @, fur den sich die angegebene Regel durch

“Aus x = Paunde ¢ L(p) folgt « = &”
ersetzen lasst, da*@ = @. Fur den Sonderfaly = ¢ ergibt sich
“Aus x = Baunde ¢ L(B) folgt o« = p*”

Zunachst zur Korrektheit der angegebenen Regel. Hiermuteren wir die Regel auf Ebene
formaler Sprachen:

Lemma 2.29 (Korrektheit der Ersetzungsregel). Seienl,K,H C ¥*, so dasd. = KLUH
unde ¢ K. Dann giltL = K*H.

Proof. “C”: Durch Induktion nacm zeigen wir, dass
{weL:wl<n} C K*H.

Induktionsanfang = 0: fallse € L = KLUH, soiste € H (dae ¢ K) und somite € K*H.

Induktionsschrith —1 = n (n > 1): Seiw € L ein Wort der Langer. WegenL = KLUH
gilt w € KL oderw € H. Fallsw € H, so istw = ew € K*H. Wir nehmen nun an, dass < KL,
etwa
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w =xy, wobeix € Kundy € L.
Dace £ K, istx # € und somit
yl=m|l—Kx<n-1
Nach Induktionsvoraussetzung gilte K*H. Wegenx € K istw = xy € K*H.
“O" seiw € K*H, etwaw = x1...xmy, wobeim > 0, x1,...,xn € Kundy € H. Wegen
L = KLUH gilt H C L undKL C L. Wir erhalten:

yel (dayeH)
xmy €L (daxy, € Kundy € L)

—
= Xm—1xmy € L (daxn—1 € Kundxy € L)

= X1...Xm-1Xmy € L (dax; € Kundxz...xm_1Xmy € L)

und somitw =x1...Xm—1Xmy € L. O
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