
Ersetzungsmethode via Gleichungssystem 1760

Für jeden Zustand qqq berechne regulären Ausdruck αqαqαq für

LqLqLq ===
{

w ∈ Σ∗ :
{

w ∈ Σ∗ :
{

w ∈ Σ∗ : es gibt ein p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F mit q w−−−→ pq w−−−→ pq w−−−→ p
}}}

für q ∈ Q \ Fq ∈ Q \ Fq ∈ Q \ F :

αqαqαq ≡≡≡
∑

a∈Σ

∑

a∈Σ

∑

a∈Σ

∑

r ∈δ(q, a)

∑

r ∈δ(q, a)

∑

r ∈δ(q, a)
aαraαraαr

für q ∈ Fq ∈ Fq ∈ F :

αqαqαq ≡≡≡
∑

a∈Σ

∑

a∈Σ

∑

a∈Σ

∑

r ∈δ(q, a)

∑

r ∈δ(q, a)

∑

r ∈δ(q, a)
aαraαraαr +++ εεε

regulärer Ausdruck
für NFA MMM:

α =
∑

q∈Q0

αqα =
∑

q∈Q0

αqα =
∑

q∈Q0

αq
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Ersetzungsregel 1776

Für alle regulären Ausdrücke α, β, γα, β, γα, β, γ gilt:

aus α ≡ βα+ γα ≡ βα + γα ≡ βα + γ und ε /∈ L(β)ε /∈ L(β)ε /∈ L(β) folgt α ≡ β∗γα ≡ β∗γα ≡ β∗γ
x





x





x





Äquivalenz regulärer Ausdrücke

α1 ≡ α2α1 ≡ α2α1 ≡ α2 gdw L(α1) = L(α2)L(α1) = L(α2)L(α1) = L(α2)

Beweis der Korrektheit der Ersetzungsregel:

zeige, dass für alle Sprachen L,K ,H ⊆ Σ∗L,K ,H ⊆ Σ∗L,K ,H ⊆ Σ∗ gilt:

Aus L = KL ∪ HL = KL ∪ HL = KL ∪ H und ε /∈ Kε /∈ Kε /∈ K folgt L = K ∗HL = K ∗HL = K ∗H .
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Ersetzungsregel 1791

Für alle regulären Ausdrücke α, β, γα, β, γα, β, γ gilt:

Aus α ≡ βα + γα ≡ βα+ γα ≡ βα + γ und ε /∈ L(β)ε /∈ L(β)ε /∈ L(β) folgt α ≡ β∗γα ≡ β∗γα ≡ β∗γ.

Aus α ≡ βα + εα ≡ βα+ εα ≡ βα + ε und ε /∈ L(β)ε /∈ L(β)ε /∈ L(β) folgt α ≡ β∗α ≡ β∗α ≡ β∗.

Aus α ≡ βαα ≡ βαα ≡ βα und ε /∈ L(β)ε /∈ L(β)ε /∈ L(β) folgt α ≡ ∅α ≡ ∅α ≡ ∅.
x





x





x





Sonderfall γ = ∅γ = ∅γ = ∅

Beispiele:

ααα ≡≡≡ (aa+ b)α+ c∗(aa + b)α + c∗(aa + b)α+ c∗ =⇒=⇒=⇒ ααα ≡≡≡ (aa+ b)∗ c∗(aa + b)∗ c∗(aa + b)∗ c∗

ααα ≡≡≡ (aa+ b)α+ ε(aa + b)α + ε(aa + b)α+ ε =⇒=⇒=⇒ ααα ≡≡≡ (aa+ b)∗(aa + b)∗(aa + b)∗ εεε

ααα ≡≡≡ (aa+ b)α(aa + b)α(aa + b)α =⇒=⇒=⇒ ααα ≡≡≡ ∅∅∅
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Ersetzungsmethode: NFA    regulärer Ausdruck 1801

Sei M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F ) ein NFA.

1. Schritt: Vorverarbeitung mit Graphalgorithmen

2. Schritt: Erstellung des Gleichungssystems

αqαqαq ≡≡≡
∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp

∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp

∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp für q ∈ Q \ Fq ∈ Q \ Fq ∈ Q \ F

αqαqαq ≡≡≡
∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp + ε

∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp + ε

∑

a ∈Σ

∑

p∈δ(q, a)
aαp + ε für q ∈ Fq ∈ Fq ∈ F

3. Schritt: Lösen des Gleichungssystems durch

sukzessives Anwenden der Ersetzungsregel

Aus α ≡ βα + γα ≡ βα + γα ≡ βα + γ und ε /∈ L(β)ε /∈ L(β)ε /∈ L(β) folgt α ≡ β∗γα ≡ β∗γα ≡ β∗γ.

4 / 15



Beispiel: Ersetzungsmethode 1812

q1q1q1 q2q2q2 q3q3q3

q4q4q4

aaa

ccc

bbb

ccc

bbb

α1α1α1 ≡≡≡ aα2 + cα4aα2 + cα4aα2 + cα4 ≡≡≡ a (bc)∗ + c b∗a (bc)∗ + c b∗a (bc)∗ + c b∗

α2α2α2 ≡≡≡ bα3 + εbα3 + εbα3 + ε ≡≡≡ (bc)∗(bc)∗(bc)∗

α3α3α3 ≡≡≡ cα2cα2cα2 ≡≡≡ c (bc)∗c (bc)∗c (bc)∗

α4α4α4 ≡≡≡ bα4 + εbα4 + εbα4 + ε
ER
≡
ER
≡
ER
≡ b∗b∗b∗

α2α2α2 ≡≡≡ bα3 + εbα3 + εbα3 + ε ≡≡≡ bcα2 + εbcα2 + εbcα2 + ε
ER
≡ (bc)∗
ER
≡ (bc)∗
ER
≡ (bc)∗
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Beispiel: Ersetzungsmethode 1818

q1q1q1

q2q2q2

q3q3q3

aaa

bbb
aaa

aaa

ccc

α1α1α1 ≡≡≡ aα2 + bα3 + εaα2 + bα3 + εaα2 + bα3 + ε

α2α2α2 ≡≡≡ aα1 + aα3 + εaα1 + aα3 + εaα1 + aα3 + ε

α3α3α3 ≡≡≡ cα2cα2cα2

α1α1α1 ≡≡≡ (a+ bc)α2 + ε(a + bc)α2 + ε(a + bc)α2 + ε

≡≡≡ (a+ bc)
(

a(a + bc) + ac
)∗
(a + ε) + ε(a + bc)

(

a(a + bc) + ac
)∗
(a + ε) + ε(a + bc)

(

a(a+ bc) + ac
)∗
(a+ ε) + ε

α2α2α2 ≡≡≡
(

a (a + bc) + ac
)∗

(a + ε)
(

a (a+ bc) + ac
)∗

(a+ ε)
(

a (a + bc) + ac
)∗

(a + ε)

α3α3α3 ≡≡≡ cα2cα2cα2 ≡ c
(

a(a + bc) + ac
)∗

(a + ε)≡ c
(

a(a+ bc) + ac
)∗

(a+ ε)≡ c
(

a(a + bc) + ac
)∗

(a + ε)
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Beispiel: Ersetzungsmethode 1825

q1q1q1

q2q2q2

q3q3q3

aaa

bbb
aaa

aaa

ccc

ddd

ddd

ddd

α1α1α1 ≡≡≡ dα1dα1dα1 +++ aα2aα2aα2 +++ bα3 + εbα3 + εbα3 + ε

α2α2α2 ≡≡≡ aα1aα1aα1 +++ dα2dα2dα2 +++ aα3aα3aα3

α3α3α3 ≡≡≡ cα2cα2cα2 +++ dα3dα3dα3

α1α1α1 ≡≡≡ d∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

d∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

d∗
(

(a+ bd∗c)α2 + ε
)

α3α3α3 ≡≡≡ d∗c α2d∗c α2d∗c α2

α2α2α2 ≡≡≡ aα1 + dα2 + aα3aα1 + dα2 + aα3aα1 + dα2 + aα3

≡≡≡ ad∗
(

(a+ bd∗c)α2 + ε
)

+ dα2 + ad∗c α2ad∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

+ dα2 + ad∗c α2ad∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

+ dα2 + ad∗c α2

≡≡≡
(

ad∗(a+ bd∗c) + d + ad∗c
)

α2 + ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)

α2 + ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)

α2 + ad∗

ER
≡
ER
≡
ER
≡

(

ad∗(a+ bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
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Beispiel: Ersetzungsmethode 1826

q1q1q1

q2q2q2

q3q3q3

aaa

bbb
aaa

aaa

ccc

ddd

ddd

ddd

α1α1α1 ≡≡≡ dα1dα1dα1 +++ aα2aα2aα2 +++ bα3 + εbα3 + εbα3 + ε

α2α2α2 ≡≡≡ aα1aα1aα1 +++ dα2dα2dα2 +++ aα3aα3aα3

α3α3α3 ≡≡≡ cα2cα2cα2 +++ dα3dα3dα3

α1α1α1 ≡≡≡ d∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

d∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

d∗
(

(a + bd∗c)α2 + ε
)

≡ . . .≡ . . .≡ . . .

α2α2α2 ≡≡≡
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗

α3α3α3 ≡≡≡ d∗c α2d∗c α2d∗c α2

≡≡≡ d∗c
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗d∗c
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗d∗c
(

ad∗(a + bd∗c) + d + ad∗c
)∗

ad∗
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NFA    regulärer Ausdruck 1841

gegeben: NFA M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )
gesucht: regulärer Ausdruck ααα mit L(α) = L(M)L(α) = L(M)L(α) = L(M)

zwei Verfahren:

1. Ersetzungsmethode: berechne für jeden Zustand qqq

einen regulären Ausdruck für die Sprache

LqLqLq ===
{

w ∈ Σ∗ :
{

w ∈ Σ∗ :
{

w ∈ Σ∗ : es gibt p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F mit q w−−→ pq w−−→ pq w−−→ p
}}}

2. dynamisches Programmieren: berechne für alle
Zustandspaare (q, p)(q, p)(q, p) einen regulären Ausdruck für

Lq,pLq,pLq,p ===
{

w ∈ Σ∗ : q w−−→ p
{

w ∈ Σ∗ : q w−−→ p
{

w ∈ Σ∗ : q w−−→ p
}}}
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Konstruktion regulärer Ausdrücke für Lqi ,qjLqi ,qjLqi ,qj 1847

Sei M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F )M = (Q,Σ, δ,Q0, F ) ein NFA. Wähle eine feste
Nummerierung der Zustände, etwa Q =

{

q1, . . ., qn
}

Q =
{

q1, . . ., qn
}

Q =
{

q1, . . ., qn
}

.

Für k = 0, 1, . . . , nk = 0, 1, . . . , nk = 0, 1, . . . , n berechne reguläre Ausdrücke

αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ] für

{

Menge aller Wörter w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗, für die es
einen Lauf der Form qi p1 . . . pm qjqi p1 . . . pm qjqi p1 . . . pm qj mit
m > 0m > 0m > 0 und p1, . . . , pm ∈

{

q1, . . . , qk
}

p1, . . . , pm ∈
{

q1, . . . , qk
}

p1, . . . , pm ∈
{

q1, . . . , qk
}

gibt

{q1, q2, . . . , qk}{q1, q2, . . . , qk}{q1, q2, . . . , qk}

qiqiqi qjqjqj. . .. . .. . .

qi ∈ {p1, . . . , pm}qi ∈ {p1, . . . , pm}qi ∈ {p1, . . . , pm}
ist möglich,
falls i 6 ki 6 ki 6 k

qj ∈ {p1, . . . , pm}qj ∈ {p1, . . . , pm}qj ∈ {p1, . . . , pm}
ist möglich,
falls j 6 kj 6 kj 6 k
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Berechnung von αk+1[i , j ]αk+1[i , j ]αk+1[i , j ] für 0 6 k < n0 6 k < n0 6 k < n 1859

αk+1[i , j ]αk+1[i , j ]αk+1[i , j ] für

{

Menge aller Wörter w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗, für die es
einen Lauf qi p1 . . . pm qjqi p1 . . . pm qjqi p1 . . . pm qj mit m > 0m > 0m > 0
und p1, . . . , pm ∈

{

q1, . . . , qk+1

}

p1, . . . , pm ∈
{

q1, . . . , qk+1

}

p1, . . . , pm ∈
{

q1, . . . , qk+1

}

gibt

qiqiqi qjqjqj

qk+1qk+1qk+1

{q1, . . . , qk}{q1, . . . , qk}{q1, . . . , qk}

Definition von αk+1[i , j ]αk+1[i , j ]αk+1[i , j ]:

αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ] +++ αk [i , k+1]αk [i , k+1]αk [i , k+1] (αk [k+1, k+1])∗(αk [k+1, k+1])∗(αk [k+1, k+1])∗ αk [k+1, j ]αk [k+1, j ]αk [k+1, j ]
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Algorithmus: Berechnung der Ausdrücke αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ] 1861

FOR iii , j = 1, . . . , nj = 1, . . . , nj = 1, . . . , n DO

sei {a ∈ Σ : qj ∈ δ(qi , a)} = {a1, . . ., ar}{a ∈ Σ : qj ∈ δ(qi , a)} = {a1, . . ., ar}{a ∈ Σ : qj ∈ δ(qi , a)} = {a1, . . ., ar}

IF i 6= ji 6= ji 6= j THEN α0[i , j ]α0[i , j ]α0[i , j ] := a1 + . . .+ ara1 + . . .+ ara1 + . . .+ ar

ELSE α0[i , i ]α0[i , i ]α0[i , i ] := a1 + . . .+ ar + εa1 + . . .+ ar + εa1 + . . .+ ar + ε
FI

OD

FOR k = 0, 1, . . . , n−1k = 0, 1, . . . , n−1k = 0, 1, . . . , n−1 DO

FOR iii , j = 1, . . . , nj = 1, . . . , nj = 1, . . . , n DO

αk+1[i , j ]αk+1[i , j ]αk+1[i , j ] :=:=:= αk [i , j ] +αk [i , j ] +αk [i , j ] +

αk [i , k+1](αk [k+1, k+1])∗αk [k+1, j ]αk [i , k+1](αk [k+1, k+1])∗αk [k+1, j ]αk [i , k+1](αk [k+1, k+1])∗αk [k+1, j ]
OD

OD
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Beispiel: Berechnung der Ausdrücke αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ] 1870

q1q1q1 q2q2q2

q3q3q3

aaa

ccc
bbb

k = 0k = 0k = 0
α0[1, 1]α0[1, 1]α0[1, 1] === εεε

α0[1, 2]α0[1, 2]α0[1, 2] === aaa

α0[1, 3]α0[1, 3]α0[1, 3] === ccc

α0[2, 1]α0[2, 1]α0[2, 1] === ∅∅∅

α0[2, 2]α0[2, 2]α0[2, 2] === b + εb + εb + ε
α0[2, 3]α0[2, 3]α0[2, 3] === ∅∅∅

. . . α0[3, j ] ∈ {ε,∅}. . . α0[3, j ] ∈ {ε,∅}. . . α0[3, j ] ∈ {ε,∅}

k = 1k = 1k = 1: syntaktische, aber keine semantischen
Veränderungen

k = 2k = 2k = 2: α2[1, 2]α2[1, 2]α2[1, 2] ≡≡≡ a b∗a b∗a b∗ α2[2, 2]α2[2, 2]α2[2, 2] ≡≡≡ b∗b∗b∗

α2[. . .]α2[. . .]α2[. . .] ≡≡≡ α1[. . .]α1[. . .]α1[. . .] ≡≡≡ α0[. . .]α0[. . .]α0[. . .] sonst

k = 3k = 3k = 3: syntaktische, aber keine semantischen
Veränderungen
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Rekurrenz für die Länge der Ausdrücke αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ] 1901

T (k)T (k)T (k) === minimale Länge der Ausdrücke αk [i , j ]αk [i , j ]αk [i , j ]

=== min
i ,j

∣

∣αk [i , j ]
∣

∣min
i ,j

∣

∣αk [i , j ]
∣

∣min
i ,j

∣

∣αk [i , j ]
∣

∣

Rekurrenz:

T (0)T (0)T (0) >>> 111

T (k+1)T (k+1)T (k+1) >>> 4 · T (k) + 14 · T (k) + 14 · T (k) + 1

Zeige durch Induktion: T (k) > 4kT (k) > 4kT (k) > 4k
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Lösen der Rekurrenz 1904a

Rekurrenz: T (0)T (0)T (0) >>> 111

T (k+1)T (k+1)T (k+1) >>> 4 · T (k) + 14 · T (k) + 14 · T (k) + 1

T (k)T (k)T (k) >>> 4 T (k−1) + 14 T (k−1) + 14 T (k−1) + 1

>>> 42T (k−2) + 4 + 142T (k−2) + 4 + 142T (k−2) + 4 + 1

>>> 43T (k−3) + 42 + 4 + 143T (k−3) + 42 + 4 + 143T (k−3) + 42 + 4 + 1

>>> 44T (k−4) + 43 + 42 + 4 + 144T (k−4) + 43 + 42 + 4 + 144T (k−4) + 43 + 42 + 4 + 1
...
...
...
>>> 4ℓT (k−ℓ) + 4ℓ−1 + . . .+ 42 + 4 + 14ℓT (k−ℓ) + 4ℓ−1 + . . .+ 42 + 4 + 14ℓT (k−ℓ) + 4ℓ−1 + . . .+ 42 + 4 + 1

für ℓ = 1, 2, . . . , kℓ = 1, 2, . . . , kℓ = 1, 2, . . . , k

T (k)T (k)T (k) >>> 4kT (0) + 4k−1 + . . .+ 42 + 4 + 14kT (0) + 4k−1 + . . .+ 42 + 4 + 14kT (0) + 4k−1 + . . .+ 42 + 4 + 1 für ℓ = kℓ = kℓ = k
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