2.4 Minimierung von endlichen Automaten

Die Komplementierung eines endlichen Automaten, die u.a. in einigen Algorithmen wie dem
Inklusionstest benétigt wird, setzt einen deterministischen Automaten voraus. Ist der Ausgangs-
punkt ein nichtdeterministischer endlicher Automat, so kann dieser zwar durch die Potenzmen-
genkonstruktion determinisiert werden, jedoch ist der resultierende DFA dann oftmals sehr viel
grofer als der urspriingliche NFA, selbst dann, wenn man alle unerreichbaren Zustdnde des
Potenzmengen-DFA entfernt. In diesem Abschnitt stellen wir ein Verfahren vor, wie man aus
einem gegebenen DFA einen dquivalenten DFA minimaler Grof3e konstruieren kann. Der Algo-
rithmus beruht auf dem Satz von Myhill & Nerode, der eine weitere Charakterisierung reguldrer
Sprachen angibt und der — abgesehen von der Minimierung von DFA — auch fiir andere Zwecke
niitzlich ist. So kann der Satz von Myhill & Nerode z.B. genutzt werden, um den Nachweis
zu erbringen, dass eine gegebene Sprache nicht regulér ist, oder auch um untere Schranken fiir
kleinste DFA fiir gegebene regulidre Sprache anzugeben.

Zunichst erinnern wir kurz an den Begriff einer Aquivalenzrelation. Sei X eine Menge. Eine
Aquivalenzrelation auf X ist eine binire Relation R C X x X, die folgende drei Eigenschaften
besitzt:

Reflexivitdt:  (x,x) € R fiir alle x € X

Transitivitiat: aus (x,y) € Rund (y,z) € R folgt (x,z) € R
Symmetrie:  aus (x,y) € R folgt (y,x) € R.

Fiir Aquivalenzrelationen wird oftmals eine Infixschreibweise benutzt, also x Ry fiir (x,y) € R.
Die Aquivalenzklasse eines Elements x € X ist [x]g = {y € X:xRy}. Es gilt x Ry genau dann,
wenn [x]g = [ylg und genau dann, wenn [x]x N [ylg # @. X/R = {[X]gg 1X € X} bezeichnet
den Quotientenraum, d.h., die Menge aller Aquivalenzklassen. Der Index von R bezeichnet die

Anzahl an Aquivalenzklassen (moglicherweise 0o). Sind R; und R, Aquivalenzrelationen auf

Xmit Ry C Ry, so wird R; feiner als R, und R, grober als R; genannt.

Definition 2.33 (Nerode-Aquivalenz ~; , Nerode-Index). SeiL C Z* eine Sprache. Die Nerode
dquivalenz fiir L bezeichnet diejenige Aquivalenzrelation ~ auf £*, so dass fiir alle Worter x,
y e X*gilt

N d fiir alle z € L* gilt:
XLy ogaw xz€l <= yzel
Wir schreiben [x]; fiir die Aquivalenzklasse von x bzgl. ~1. Es gilt also [x]; = {y € Z*:
x ~L y}. Z*/L bezeichnet den Quotientenraum unter ~p [x]; und £* /L sind also lediglich eine
Kurzschreibweisen fiir [x]., bzw. Z*/~1. Der Nerode-Index von L bezeichnet den Index von
~1, also die Anzahl an Elementen im Quotientenraum X* /L. [

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ~; tasichlich eine Aquivalenzrelation ist, also reflexiv,
transitiv und symmetrisch.

Beispiel 2.34 (Nerode-Aquivalenz ~ ). Wir betrachten die regulire Sprache L = £(0*1%). Die
Worter 0™ mit n > 0 sind paarweise ~ -dquivalent, da 0"z € L genau dann, wenn z € £(0*1*):
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& ~L 0 ~L 00 ~L 000 L e

Samtliche Warter x € £(0%) liegen also in derselben Aquivalenzklasse. Diese ist £(0*). Ent-
sprechend sind alle Worter der Form 0™ 1™ mit n > 0 und m > 1 paarweise ~ -dquivalent, da
da 0"1™z € L genau dann gilt, wenn z € £(1*). Also:

1 ~L O ~ 001 ~ ...,

Alle anderen Worter x € £(0*170(0+1)*), also alle Woérter, in denen eine Eins vor einer Null
steht, sind paarweise Nerode-dquivalent, da xz ¢ L fiir alle Worter z € {0, 1}*. Der Quotienten-
raum bzgl. ~ ist also

/L = {£(0%),£(0°17), £L(0*1F(0+1)%) }.
Der Nerode-Index von L ist somit 3. ]

Satz 2.35 (Satz von Myhill & Nerode). Sei L eine Sprache. L ist genau dann reguldir, wenn
der Nerode-Index von L endlich ist.

Der Beweis von Satz 2.35 beruht auf mehreren Hilfsaussagen, die wir im Folgenden diskutieren
werden. Der eigentliche Beweis wird dann auf Seite 64 gefiihrt. Bevor wir auf die fiir den Satz
von Myhill & Nerode zentralen Hilfsaussagen eingehen, iiberzeugen wir uns von der Aussage
an zwei Beispielen. Fiir die reguldre Sprache L = £(0*1*) besteht X*/L aus drei Elementen,
siehe Beispiel 2.34 auf Seite 61. Der Nerode-Index von L ist also endlich (ndmlich 3). Die
Sprache

K ={0"1":n >0}

ist nicht regulir (siche Seite 46). In der Tat sind die Worter 0™ 1% und 0™ 1% mit 0 < n < € und
0 < m < k und n—{ #= m—k paarweise nicht Nerode-dquivalent beziiglich ~i. Es gilt ndmlich

on1nt=onn e K, aber OmIkInt = mymin—t & K

Somit ist der Quotientenraum {0, 1}* /K und damit der Nerode-Index von K unendlich.

Der Beweis von Satz 2.35 benutzt einige Aussagen iiber die wie folgt definierte Aquivalenzre-
lation ~y flir gegebenen DFA M.

Definition 2.36 (DFA-Aquivalenz ~y). Sei M = (Q,Z,5,qo,F) ein DFA. Die Aquivalenzre-
lation ~¢ C X* x L* ist wie folgt definiert:

X ~m Y gdw 38(qo,x) =58(qo,y)

Dabei sind x, y beliebige Worter iiber dem Alphabet £. X* /M und [x]y sind Kurzschreibweisen
fiir den Quotientenraum £*/~y; bzw. die Aquivalenzklasse [x]yr. [

Wir betrachten den DFA M aus Abbildung 22, der die Sprache £(0*1*) akzeptiert. Der Quoti-
entenraum X*/ ~y besteht aus drei Aquivalenzklassen.

Lemma 2.37 (DFA-Aquivalenz hat endlichen Index). Fiir jeden DFA M ist der Quotienten-
raum L* /M endlich.
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0 C P A induzierte Aquivalenzklasse:
° {om:n>0}
1
| C (i 777777777777777777777 induzierte Aquivalenzklasse:
: {forim:n>0m>1}
0
0.1 .@ 777777777777777777777 induzierte Aquivalenzklasse:
’ {x10y : x,y €{0,1}* }

Abbildung 22: DFA M und die induzierten ~y-Aquivalenzklassen

Beweis. Wir betrachten zunéchst einen DFA M = (Q, X, 9, q, F) mit totaler Ubergangsfunkti-
on. Fiir jeden Zustand q sind die Worter aus der Sprache

Kq = {x € X":58(qo,x) = q}

paarweise dquivalent bzgl. ~y. Andererseits gilt x /¢ y fiir ¢ # p, x € Kg, y € K;,. Somit gilt
[x]n = Kg, falls 8(qo,x) = g. Der Quotientenraum bzgl. ~y ist daher

/M = {Kq:q € Q\{a}.

Also ist |[Z*/M] < |Q| < co. Insbesondere ist [£* /M| =|Q’|, wobei Q' die Menge der von
erreichbaren Zustinde ist.

Fiir DFA mit partieller Ubergangsfunktion ist die Argumentation analog, jedoch muss (gedank-
lich) ein zusétzlicher Fangzustand eingefligt werden, der alle Worter x mit 8(qo,x) = L repra-
sentiert. Es ergibt sich dann |Z* /M| < |Q|+1 < co. Insbesondere ist in diesem Falle |[Z* /M| =
|Q’|+1, wenn Q’ die Menge der von q erreichbaren Zustéinde ist. O

Lemma 2.38 (Zusammenhang ~p und ~y¢). Sei M = (Q, X,d,qo,F) ein totaler DFA und L =
L(M). Dann gilt:

(a) ~y ist feiner als ~1, d.h., fiir alle x, y € Z* mitx ~y y gilt x ~ y.
(b) 1Q = [x*/M| = |Z*/L|.
Beweis. Wir zeigen zundchst Aussage (a). Es gelte x ~)¢ y. Weiter sei z € £*. Dann gilt:
5(qo,xz) = 8(8(qo,x), z) = 8(8(qo,y), z) = d(qo,yz)
Hieraus folgt:

xzeL=L(M) gdw &(qo,xz) €F
eF

gdw  8(qo,yz)
gdw yze L(M)=L
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Somit gilt x ~p y.

Nun zum Nachweis von Aussage (b). Da die Relation ~ stets eine Verfeinerung von ~; (Aus-
sage (a)) ist jede DFA-Aquivalenzklasse in (genau) einer Nerode-Aquivalenzklasse enthalten.
Sei nun Q’ die Menge aller vom Anfangszustand g erreichbaren Zustéinde. Fiir g € Q' sei Lq
diejenige Nerode-Aquivalenzklasse, welche die durch g induzierte DFA-Aquivalenzklasse

Kq = {x € X":58(qo,x) = q}

enthilt. Also Kq € Lq € X*/L. Man beachte, dass Kq # @ fiir ¢ € Q' und dass Lq = L, fiir
q # p moglich ist. Dann gilt:

/L = {Lq 1q € Q’}.
Also ist |[Z*/L| < |Q'| =|Z* /M| < oo (sieche Lemma 2.37 auf Seite 62). ]

Beweis von Satz 2.35 (Satz von Myhill & Nerode, Seite 62). Zu zeigen ist, dass eine gegebe-
ne Sprache L genau dann regulr ist, wenn der Nerode-Index von L (also die Anzahl an Aquiva-
lenzklassen unter der Nerode-Aquivalenz ~1 ) endlich ist. Sei L reguldr und M = (Q, Z,8, qo, F)
ein totaler DFA mit £ (M) = L. Aus Lemma 2.38 (siche Seite 63). folgt:

Z7/LI <27/ M <1Qf < o0

Wir nehmen nun an, dass L eine Sprache mit endlichem Nerode-Index ist. Wir zeigen, dass L
reguldr ist. Zunéchst stellen wir fest, dass fur alle x, y € Z* und a € Z gilt:

(1) Ausx ~p y folgt xa ~ ya.
Insbesondere ist [xal; = [ya];. Wir definieren einen DFA

ML = (QL.L.51, 9o, FL)s
dessen Zustéinde die Aquivalenzklassen bzgl. ~| sind.

Qu = X/L FL = {xlL:xeL}

qor = lelL o ([X]r,a) = [xalp

Aussage (1) stellt die Wohldefiniertheit der Ubergangsfunktion §; sicher. Ferner gilt fiir alle
xel™

(2) or(lel,x) = Xt

(3) xeL gdw [xl; € Fp

Aussage (2) kann durch Induktion nach der Lénge von x gezeigt werden. Nun zum Nachweis
von Aussage (3). Die Implikation “==" ist klar, da F aus allen Aquivalenzklassen [x]; mit
x € L besteht. Fiir den Nachweis der Implikation “<=" miissen wir die spezielle Form der
Relation ~; benutzen. Ist ndmlich [x]; € F, dann gibt es ein y € L, so dass [y]; = [x];; also
x ~ Y. Wir betrachten nun das Wort z = € und erhalten x =xe =xz € L,dayz=ye =y € L.
Damit ist Aussage (3) bewiesen. Aus (3) folgt:
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xe L(My) gdw O ([e]i,x) e Fr
gdw [x]; € Fr
gdw xelL

Also ist £L(M;) =L und L regulér. [ ]

Definition 2.39 (Minimalautomat My). Sei L eine regulidre Sprache. Der im Beweis von Satz
2.35 konstruierte DFA fiir L wird Minimalautomat von L genannt und mit My bezeichnet. m

Beispiel 2.40 (Minimalautomat). Der Minimalautomat fiir die Sprache L = £(0*1*) = { 0"1™ :
n,m >0} hat folgende Gestalt:

N
L% 1,
0 1 0,1
Dabeiist L; =£(0%), L, = £(0*11*) und Ly ={0,1}*\ (L; ULy). ]

Teil (b) des folgenden Satzes 2.43 zeigt, dass die Anzahl der Zustdnde im Minimalautomaten
minimal unter allen DFA fiir die betreffende Sprache ist (was die Bezeichnung ,,Minimalau-
tomat* rechtfertigt). In Teil (a) zeigen wir die Eindeutigkeit des Minimalautomaten als DFA,
fiir den die induzierte Aquivalenzrelation ~y; mit ~; iibereinstimmt. Tatséchlich haben wir nur
Eindeutigkeit “bis auf Isomorphie”, d.h., Gleichheit bis auf eventuelles Umbenennen der Zu-
standsnamen. Auch wenn der Begriff der Isomorphie intuitiv klar ist, geben wir die prizise
Definition von Isomorphie an.

Definition 2.41 (Isomorphie). Zwei DFA M; = (Q1,%,81,q1,F1), Mz = (Q2,Z, 02,92, F2)
heilen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : Q; — Q; gibt, so dass q = @(q;),
F» = @(F;) und

d(p(q),a) =@(d1(q,a)) firalleqe Qunda € X
Die Abbildung ¢ wird Isomorphismus genannt. ]

DFA Mj und M, sind also genau dann isomorph, wenn M; und M, bis auf die Namen der
erreichbaren Zustiande iibereinstimmen. Intuitiv identifizieren wir isomorphe DFA, da die Zu-
standsnamen voéllig irrelevant fiir die akzeptierte Sprache sind. Offensichtlich gilt folgendes
Lemma:

Lemma 2.42 (Isomorphismus erhiilt die akzeptierte Sprache). Sind M| und M, isomorphe
DFA, so gilt L(My) =L(My).

Satz 2.43 (Eindeutigkeit und Minimalitéit des Minimalautomaten). Fiir jede reguldre Spra-
che L gilt:

(a) Der Minimalautomat My_fiir L ist der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte DFA mit
totaler Ubergangsfunktion, der folgende drei Eigenschaften besitzt:
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L4 L(ML) =L

[ ) NML = NL

o Jeder Zustand ist vom Anfangszustand erreichbar.

(b) Ist M =(Q,ZL,d,qo,F) ein totaler DFA mit L(M) =L, dann ist |Q| > |Z*/L|.

Beweis. Teil (b) folgt sofort aus Lemma 2.38 (Seite 63). Wir zeigen Aussage (a). Zunichst ist
klar, dass jeder Zustand in M; vom Anfangszustand erreichbar ist. Dies folgt aus der Beobach-
tung:

Istx € £*, soist [x]; = or([elr,x).

Also ist jeder Zustand [x]; in My vom Anfangszustand [¢]; erreichbar. Die Aussage £ (M) =L
wurde im Beweis von Satz 2.35 nachgewiesen. Nun zeigen wir, dass die Relationen ~)¢, und
~1 Ubereinstimmen. Wegen Teil (a) von Lemma 2.38 (Seite 63) geniigt es zu zeigen, dass ~p
eine Verfeinerung von ~y, ist. Seien x, y € L* und x ~ y. Es folgt:

Su(lel,x) = XL = [yl = du(le]L,y)

Also ist x ~y¢, y. Es folgt, dass ~ und ~y, iibereinstimmen.
Damit erfiillt M die drei genannten Eigenschaften.

Wir zeigen nun, dass jeder weitere DFA mit den genannten drei Eigenschaften zu M isomorph
ist. Sei nun M = (Q, X,9,qo,F) ein weiterer DFA mit £(M) = L, ~y¢ = ~r und fiir den alle
Zustinde q € Q vom Anfangszustand qg erreichbar sind. Fiir jeden Zustand q € Q definieren
wir die Sprache

def

Kq = {x€Z*:5(qo,x) =q}.

Dann ist K eine Aquivalenzklasse unter ~; = ~1.% Also ist Kq € £*/L ein Zustand im Mini-
malautomaten M;. Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung ¢ : Q — Z*/L, @(q) = K, ein
Isomorphismus ist. [

Bemerkung 2.44 (Totale versus partielle Ubergangsfunktion im Minimalautomaten). Die
Ubergangsfunktion des Minimalautomaten ist total. Unter allen DFA mit totaler Ubergangs-
funktion ist M minimal. Jedoch ist eine weitere Zustandsreduktion moglich, wenn man parti-
elle Ubergangsfunktionen zulisst. Sei

Ly = {xeZ*:xz¢L firalleze I* }.

Falls Ly # @, so ist Ly ein Zustand im Minimalautomaten, von dem aus kein Endzustand er-
reichbar ist. Daher kdnnen Ly und alle zugehorigen Kanten entfernt werden. Der resultierende
Automat ist nun minimal unter allen DFA M mit £(M) = L. Beispielsweise kann Ly im Bei-
spiel 2.40 aus dem Minimalautomaten M; fiir die Sprache L = £(0*1*) eliminiert werden. m

Beachte: Aquivalenzklassen sind (per Definition) nicht leer. Fiir die Zustinde q in M ist Kq # @, da q vom
Anfangszustand qq erreichbar ist.
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