Die Nerode-Aquivalenz ~; 203

Sei L C ¥* eine Sprache.

Die Nerode—AquivaIenz ~ ist diejenige Aquivalenz-
relation auf 2*, so dass fir alle x,y € L.* gilt:

fur alle Worter z € ¥* gilt:

<Y { xz€l gdw yzel

Aquivalenzklasse von x:  [x]p = {y : x~Ly}
Quotientenraum: /L = {[x].: xex*}
Nerode-Index von L = Index von ~y = |X*/L|

= Anzahl an Aquivalenzklassen von ~;
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Beispiel zur Nerode-Aquivalenz S

Sei L die regulare Sprache £(0*1*) = {0%1" : k,n > 0}.

o die Worter 0%, k > 0, sind paarweise ~-3quivalent
Okzel gdw z€eL

o die Worter 0¥<1™*1 sind paarweise ~-3quivalent,
wobei k,n > 0, z.B.

0k<1"1z e | gdw z=1¢fiirein £>0

o die Worter in 0*1*10(0 + 1)* sind paarweise
~-aquivalent

0110z ¢ L fiir alle z € {0,1}*
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Beispiel zur Nerode-Aquivalenz 2016

Sei L die regulire Sprache £(0*1*) = {0%1" : k, n

>0}.

Der Quotientenraum {0, 1}*/L besteht aus drei
Aquivalenzklassen:

Lb = {0k:k>0}
L, = {0k1"1: k,n>0}
L, = {0<1"10v : k,n>0,ve{0,1}*}

Der Nerode-Index von L ist 3.
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Beispiel zur Nerode—AquivaIenz 2021
Sei L = {0"1" ; n)O}.
Fir alle 4, n€ N mit 0 < £ < n gilt:
0"1¢ £, 0™ 0"1¢ £, "1+
Allgemein: fir0 <2< n, 0< k< mund n—f # m—k
0"1¢ £, 0m1k

Fir0<é4<n 0<k<m
und n—¢ = m—k gilt:

Onlﬁ ~| Om].k

/22



Was ist der Nerode-Index von ... ? -

. der leeren Sprache ?

D.h., wieviele Aquivalenzklassen gibt es unter ~g ?

Antwort:

1

alle Worter sind ~g-aquivalent, da
xz ¢ & firallex, ze X*

. der Sprache X* ?
D.h., wieviele Aquivalenzklassen gibt es unter ~g« ?

Antwort:

1 «——

alle Worter sind sind ~g«-aquivalent
xz € 2* furallex, ze X*
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Was ist der Nerode-Index von ... ? s

... der endlichen Sprache L = {0, 1, 10, 11} ?

Antwort: 4

Nerode—AquivaIenzkIassen: fir x € L;, z € {0, 1}*:
L, = {e} <— xz€lgdwzel
L, = {1} <— xz€Lgdwz € {e0,1}

L3 = {0,10,11} < xz€lgdwz=¢

L4={0,1}*\(L1UL2UL3) <—XZ¢L
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Satz von Myhill & Nerode -

Sei L eine Sprache. Dann gilt:

der Nerode-Index von L

L ist regular gdw { i<t endlich

zur Erinnerung:

Nerode-Index von L = Anzahl an Aquivalenz-
klassen unter ~;, wobei

X~y

fur alle z € X* gilt:
xz€l gdw yzel
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DFA-AqUivalenZ ~ M 2071

Sei M =(Q, %, 4, qo, F) ein DFA.

Die Relation ~,4 ist diejenige Aquivalenzrelation
auf X*, so dass fur alle Worter x, y € ¥.* gilt:

x~pmy  gdw o 0(qo, x) = (o, y)

zur Erinnerung: furw =2y a...a, € L*:

0(qo, w) = eindeutiger Zustand p, den M
durch Lesen des Worts w erreicht

oder 6(qo,w) = L
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DFA-Aquivalenzklassen, Quotientenraum, Index ..

Sei M =(Q, %, 4, qo, F) ein DFA.

Die Relation ~,4 ist diejenige Aquivalenzrelation
auf X*, so dass fur alle Worter x, y € ¥.* gilt:

x~pmy  gdw o 0(qo, x) = (o, y)

Aquivalenzklasse von x:  [x]p = {y EYX* 1 X~y y}
Quotientenraum: M = {[x]m : x€T*}
Index von M = Index von ~yy = |X*/M|

= Anzahl an Aquivalenzklassen von ~
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Quotientenraum der DFA-Aquivalenz -

Sei M =(Q, %, 4, qo, F) ein DFA.
Aquivalenzrelation ~ 4 auf X*:
x~pmy  gdw o 8(qo,x) = 6(qo,y)

Falls é total ist und alle Zustande g € Q@ vom
Anfangszustand qg erreichbar sind, so gilt:

*IM = {K,: qeQ}
wobei Ky = {xe):* , 5(q0,x)=q}

“jeder Zustand induziert eine DFA-Aquivalenzklasse”
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Beispiel zur Aquivalenz ~yy 2081

DFA M fur 0*1*:

OC 9o

1

IC a1

0

0,1 Q2

{07 1}*/M = {KQm Ktha th}

<eneneed

induzierte Aquivalenzklasse:
Ks ={0":n>0}

<eneneed

induzierte Aquivalenzklasse:
Ky ={0"1":n>0,m>1}

induzierte Aquivalenzklasse:

Kg, = {ul0v : u,v € {0,1}*}
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Nerode-AquivaIenz VS. DFA-Aquivalenz 2086

zweli Aquivalenzrelationen auf den Wortern uber
einem Alphabet ¥

e Nerode-Aquivalenz fiir Sprache L C X*

X ~ dw
A { xzel & yzel

e DFA-Aquivalenz fir DFA M = (Q, %, 6, qo, F)

xeopy  gdw o 6(qo,x) = 6(qo,Yy)

fur alle Worter z € 1* gilt:
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DFA-AquivaIenz feiner als Nerode—AquivaIenz 2091

Sei M =(Q,%,4, qo, F) ein DFA und L = L(M).

~ )y ist feiner als ~y, d.h., fur alle x,y € ¥* gilt:
aus x ~p y folgt x~p y

e jede DFA-Aquivalenzklasse ist in (genau) einer
Nerode- Aquwalenzklasse enthalten

e jede Nerode- Aquwalenzklasse ist (disjunkte)
Vereinigung von DFA- Aquivalenzklassen
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Folgerung 2101

Sei M =(Q, X%, 4, qo, F) ein DFA und L = L(M).

~y ist feiner als ~y, d.h., fur alle x,y € ¥* gilt:

aus x~p y folgt x~p y

Daher gilt: |Q| = |Z*/M| > |=*/L]

gilt fir jeden DFA mit totaler Ubergangsfunktion, sofern
alle Zustande vom Anfangszustand erreichbar sind

Fur DFA mit partieller Ubergangsfunktion gilt:
Ql+1 > |=*/M|
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Satz von Myhill & Nerode 2t

Sei L C X* eine Sprache. Dann gilt:

der Nerode-Index von L

L ist regular gdw { i<t endlich

Beweis von “=>":
Ist L regular, so ist L = L(M) fiir einen DFA M.
Wie eben gezeigt, gilt fur den Nerode-Index:

|Z*/L] < |Z/M| < oo

Nerode-Index Index
von L von ~ g
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Satz von Myhill & Nerode -

Sei L C X* eine Sprache. Dann gilt:

der Nerode-Index von L

L ist regular gdw { i<t endlich

Beweis von “<<="":
Nehme an, dass |Z*/L| < 00.
Konstruiere einen DFA M fur L, dessen Zustande

die Aquwalenzklassen unter ~ reprasentieren

Minimalautomat fur L
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Konstruktion des Minimalautomaten

Sei L C X* eine Sprache mit endlichem Nerode-Index .

Minimalautomat fur L:

DFAM; = (Q,%,4, qo, F)
Q = X*/L
q = [e]t
F={[x.:xelL}
Ubergangsfunktion § : Q x ¥ — Q
8(Ix]1, a) = [xa]e

zur Erinnerung:  [x]o = {y € Z*: x ~p y}
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Beispiel: Minimalautomat fiir 0*1* 2182
Sei L = {0%1" : k,n>0}.
Zur Erinnerung: {0,1}*/L = {Lo, L1, L5}, wobei

b = 0
0*1+
L, = 07170(0+1)*

Uy
II>

Minimalautomat M,

—I1, 1 L, 0 %
O U

0 1 0,1
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Korrektheit des Minimalautomaten

Sei L C ¥* eine Sprache mit endlichem Nerode-Index.
Korrektheit des Minimalautomaten: £(M,) = L
Zeige hierzu, dass fur alle x € X* gilt:

(1) [x]e F<=x€elL :
erwelterte

(2) 6([ele, x) =[]t «+—| Ubergangs-
funktion

firallege Q, x € X*, a€ ¥:
6(g,e) = q
8(q,x3) = 8(8(q,%),2) = 6(5(q,2), x)
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Minimalitat von M, 2166

Sei L C X* eine regulare Sprache.

Ist M ein DFA mit totaler Ubergangsfunktion
und £L(M) = L, so ist:

M| = M
1 1

Anzahl an Nerode-Index von L:
Zustanden  Anzahl an Nerode-
in M Aquivalenzklassen
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Charakteristische Eigenschaften von M,

Sei L eine regulare Sprache. Dann gilt:

(1) LML) =1L

(2) Jeder Zustand [x]. in M ist vom Anfangszustand
[€]L erreichbar.
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Eindeutigkeit des Minimalautomaten 295

Sei L eine regulare Sprache. Dann ist M, der
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte DFA M
mit totaler Ubergangsfunktion, so dass gilt:

1) LM) = L

(2) Jeder Zustand in M ist vom
Anfangszustand erreichbar.

3) ~m=~L

o M = M, erfillt Eigenschaften (1), (2) und (3)

e Jeder DFA M, der (1), (2) und (3) erfillt, ist zu M,
isomorph, d.h., M und M/ stimmen bis auf die
Namen der Zustande uberein.
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