In Satz 2.15 (Seite 30) haben wir die Aquivalenz von DFA und\MBchgewiesen. Durch die
Potenzmengenkonstruktion angewandt auf gegebeneni&ann ein DFAMqget entstehen,
der exponentiell groRer aly ist, selbst dann, wenn man alle unerreichbaren Zustanéerent
Insbesondere ist auch der zeitliche Aufwand fir die Kork$ton exponentiell in der Grél3e des
NFA. Das exponentielle Blowup beim Ubergang von einem NFAmem aquivalenten DFA
lasst sich jedoch im allgemeinen nicht verhindern, da ea@®mn gibt, fur die die Darstellung
durch einen NFA sehr viel effizienter als durch einen DFAAds. Beispiel hierzu betrachten
wir die SprachfamiligLy,)>1, wobei

L, = {we{0,1*: dasn-letzte Zeichen vonw ist eine “1” }
= {xly :x,y €{0,1 [y|=n—1}

Die Sprachd.,, wird durch folgenden NFA mit+1 Zustanden der folgenden Form akzeptiert:

1 0 0,1 a 0,1 0,1( j 0,1
e TL

0,1

Wir zeigen nun mit Hilfe des Satzes von Myhill & Nerode, dasdgr DFA firL,, mindestens
exponentiell viele Zustande hat.

Lemma 2.45. Jeder DFA fUrL,, hat mindesteng8" Zustande.

Beweis.Es genigt zu zeigen, dass der Nerode-Index der Sprdghernndestens exponentiell
ist. Genauer gilt:

Je zwei Wortex # y € {0, ™ sindnicht~;__-aquivalent.

Hieraus folgt dann, dag&*/L,| > [{0,1"| = 2™

Wir zeigen nun, dass fur je zwei Wortery € {0, 1™ mit x #y gilt x 4 y. Seix = ajay...an
undy = bibs...by, undx #y. Dann gibt es einen Indexmit a; # b;; etwaa; =1 undb; =0.
Dann istx0" ! € L, undy0*—! ¢ L,,, daa; bzw.b; dasn-letzte Zeichen vor0—* bzw.y0' 2
ist. Also istx 7, v. O

Der Minimierungsalgorithmus. Der Ausgangspunkt ist ein DFAL = (Q, L, ,qo, F). Zur
Vereinfachung nehmen wir an, dass die Ubergangsfunktitai ist und dass alle Zustande
g € Q vom Anfangszustand erreichbar sind. Gesucht ist ein atgnter DFA mit minimaler
Anzahl an Zustanden. Aus Satz 2.43 (Seite 65) folgt, dassinén zum Minimalautomatew(;
isomorphen DFA konstruieren mussen. Die Idee des Minimigsalgorithmus besteht darin,
sukzessive Zustande M zu identifizieren, die mit genau denselben Wértern einerzk&sidnd
erreichen. D.h., wir bilden den Quotienten-DFA unter deg foigt definierten Aquivalenzrela-
tion = auf den Zustanden vadm(.

Definition 2.46 (Quotienten-DFAM/ =). SeiM = (Q, %, 5, qo,F) ein totaler DFA. Sei= die
wie folgt definierte Aquivalenzrelation auf dem Zustandsna) von M:
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_ dw fur alle Worterz € =* gilt:
=pr 9 §(q,z) €F < 8(p,z) € F.

Der Quotienten-DFA votM unter= ist wie folgt definiert:

M/=2 (Q/=5,8,[qol=F),

def

wobeiF’ £ {[ql=: q € F} und&’([q)=,a) = [5(q,a)]=. ]

Bevor wir fortfahren, miissen wir uns tiberlegen, dadatsachlich eine Aquivalenzrelation ist
und dass die Ubergangsfunktion des Quotienten-BeAldefiniertist. Ersteres ist offensicht-
lich. Fur die Wohldefiniertheit der Ubergangsfunktidhist zu zeigen, dass fir allg,p € Q
unda € X gilt:

Ausq =p folgtd(q,a) =d(p,a).
Dies ist wie folgt einsichtig. Wir setzeg = p voraus. Zu zeigen ist nun, dass die Zustande

q' =0(q,a) undp’ = 5(p,a) unter= zueinander aquivalent sind. Hierzu betrachten wir ein
beliebiges Wort € £*. Dann giltd(q’,z) = 6(q,az) undd(p’,z) = 8(p, az). Hieraus folgt:

5(q’,z) € F gdw §(q,az) eF (dad(q’,z) =6(q,az))
gdw o(p,az) eF (dag=p)
gdw b(p’,z) €F (dad(p’,z) = d(p,az))

Lemma 2.47 (Korrektheit des Quotienten-DFA). M/ = undM sind aquivalent.

Beweis. Zunachst zeigen wir, dass der Ubergang %rzum Quotienten-DFA die akzeptierte
Sprache unverandert lasst. D.A(M/ =) = £L(M). Im Folgenden schreiben wir kuiz]
anstelle voriq]=. Zunachst tiberlegen wir uns, dass

qeF gdw [gleF

Die Richtung =" folgt sofort aus der Definition vof’. Fir die Richtung " nehmen wir
an, dass$p] € F'. Dann gibt es einen Endzustagd F mit [q] = [p]; alsoq = p. Wir betrachten
das Wortz = ¢ und erhalterp = 6(p,¢) € F, dad(q,e) =q € F.

Seiz=aj...an € Z* undqoqs1.-..qn der zugehorige Lauf itM. [qol [q1] ... [gn] iSt dann der
Lauf fur z im Quotienten-DFAM/ =. Dies kann durch Induktion nach der Wortlanggezeigt
werden. Hieraus folgt nun die gewlinschte Eigenschatft:
xeL(M) gdw qpqi...qn ist akzeptierend

gdw qn €F

gdw [qn] € F=

gdw [qol [q1] ... [gn] ist akzeptierend

gdw x e L(M/=).
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Im Beweis des vorangegangenen Lemmas haben wir die Beaingchemacht, dass Laufe in
M zu Laufen im Quotienten-DFA geliftet werden kénnen, indesmnmron der Zustandsfolge
qodi..-qn U der Folge der Aquivalenzklasskpl=[q1]=. ..[qn]= Ubergeht. Fir die erweiter-
te Ubergangsfunktion im Quotienten-DFA folgt hieraus:

5'([qol=,z) = [8(qo,z)]= furalle Worterz € £*

Mit der Annahme, dass alle Zustangén M vom Anfangszustandg erreichbar sind, also die
Formq = 4(qo,z) fur ein Wortz haben, gilt nun auch, dass alle Zustande des Quotienten-DFA
vom Anfangszustanfjol= erreichbar sind.

Satz 2.48 (Isomorphie des Quotienten-DFA und Minimalautoraten). M/ = und der Mini-
malautomat vorC (M) sind isomorph.

Beweis.Seil = £(M). Wir zeigen, dass die Nerode-Aquivalenz mit der DFA-Aquivalenz
~/= des Quotienten-DFA Ubereinstimmt. Hierzu ist die gegeiggeVerfeinerung beider Aqui-
valenzrelationen zu zeigen:

(1) ~/= ist feiner als~

(2) ~L istfeiner als~y/=
Aussage (1) ist eine Folgerung der vorangegangenen EggebidaVl/ = die Spraché& akzep-

tiert (Lemma 2.47, Seite 68), ist somit die induzierte DFAta';uiS\/alenbM/E eine Verfeinerung
von~; (Lemma 2.38, Seite 63).

Nun zum Beweis von Aussage (2). Zu zeigen ist, dass die Nekodévalenz~; eine Verfei-
nerung der DFA-Aquivalenz,,— ist. Wie zuvor schreiben wir] anstelle voriq]. Seienx,
y € L* mitx ~. y. Dann gilt fur alle Wortee € £*:

xzel gdw yzel
und somit: 8(qo,xz) € F gdw &(qo,yz) € F

5(8(qo,x),z) 5(8(q0,y),2)
Mit px = 8(qo,x) undpy = d(qo,y) gilt also:
8(px,z) €F gdw &(qo,xz) €F gdw 0(qo,yz) €F gdw Od(py,z) €F

Da diese Aussage fur beliebigesilt, folgt p, = (qo,x) = 8(qo,y) = py. Fur die erweiterte
Ubergangsfunktion im Quotienten-DFA ergibt sich hieraus:

§'([qo),x) = [8(qo,x)] = [8(qo,y)] = 8'([qal,y)
Also sindx undy DFA-aquivalent bezogen auf den Quotienten-DFA, dkhry, /= y.

Die Voraussetzung, dass die UbergangsfunktionMototal ist und dass alle Zustandes Q
vom Anfangszustandg erreichbar sind (d.h., die Formp = 6(qg,z) fur ein z € £* haben),
Ubertragt sich auf den Quotienten-DFA (siehe oben). Dientsphie vonM/ = und M| ist
daher eine Folgerungs aus der Eindeutigkeit des Minimaaaten, siehe Teil (a) von Satz
2.43 auf Seite 65. O
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Der Minimierungsalgorithmus startet mit einem totalen DMAohne unerreichbare Zustande
und berechnet nun die AquivalenzrelatisnDurch Zustandsaggregation (d.h., Zusammenfas-
sen aller Zustande einer-Aquivalenzklasse) erhalt man dann den Quotienten-DFs¥, @inen
zum Minimalautomaten isomorphen DFA. Die Grobidee fir derd&hnung vore besteht
darin, sukzessive zweistellige Relationen

Ro2DR1 2R 2D ... 2=

zu berechnen. Die Relation&y werden also zunehmend feiner und erfullen die Eigenschaft:

Aus(q,q') € Q*\ R; folgt q # q’.

Die initiale RelationRy ist eine Aquivalenzrelation, die alle Endzustande undzlistande in
Q \ F identifiziert. Hier wird die Tatsache ausgenutzt, dass Htiédme niemals zu einem Zu-
stand aquivalent sein kénnen, der kein Endzustand istit)-ten Iterationsschritt entfernen
wir aus der RelatiofR; ein Zustandspadi, q’), so dass

(8(q,a),8(q’,a)) ¢ R fireina € Z,

und erhalten somit die RelatidR; 1. In diesem Fall gilts(q,a) # 6(q’,a). Also gibt es ein
Wortz € £*, so dass

5(q,az) =6(8(q,a),z) € F und 6(q’,az) =58(5(q’,a),z) ¢ F,

oder umgekehrt. In jedem Fall gilt danpez q'. Dies rechtfertigt es, das Zustandspégrq’)
ausR; zu entfernen. Falls es kein solches Pagr’) € R; unda € £ mit (5(q,a),5(q’,a)) ¢
R; gibt, dann halt das Verfahren an. Fir die finale Relaft@ugilt nun tats&chlicliR; = =. Dies
ist wie folgt einsichtig. Die finale RelatioR; hat die Eigenschaft, dass flur alle Zustandspaare

(q,q") € R; gilt:
(8(q,a),8(q’,a)) € Ry fur allea € £ und entwedefq,q’}NF = & oder{q,q’} C F.

Durch Induktion nachh kann nun gezeigt werden, dass fur gligq’) € R; und alle Worterz
mit |z| = n gilt:

5(q,z) € F gdw 8(q’,z) €F

Alsoistq = q' firalle (q,q’) € ®;. Die finale RelatiorR; ist also feiner als die Aquivalenz.
Wie oben erwahnt gilt andererseits, das$einer alsXk; ist. Daher stimmt die finale Relation
R; mit = Uberein.

Wir formulieren den Algorithmus (der in der Literatur haufds table filling algorithmbe-
zeichnet wird) mit einer zweidimensionalen Tabelle, dieuwhgeordneterZustandspaare ver-
waltet. Siehe Algorithmus 2. Fiur eine Implementierung kamemn eine feste Nummerierung
do,q1,---,qn der Zustande zugrundelegen und die Tabelle so erstellss,gémau die geord-
neten Zustandspaare;, qx) mit i > k dargestellt sind. Fur alle ungeordneten Zustandspaare
(qi,qx) istin der Tabelle entweder eine Markierung oder kein EmtBie Markierungen deu-
ten an, fur welche Zustandspadrg, qx) bereits nachgewiesdst, dassq; # qi. In derj-ten
lteration besteht die RelatidR; genau aus allen Paargq;, qi), fur die kein Eintrag in der
Tabelle ist.

Es ist klar, dass die Anzahl an Iterationen dufithQ|?) beschrénkt ist. Mit einigen Tricks, die
hier nicht besprochen werden, lasst sich das Verfahrercedtizienter implementieren.
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Algorithmus 2 Minimierungsalgorithmus fur DFA (table filling algorithm)

Erstelle eine Tabelle fir alle ungeordneten Zustandspagsgy) -
Markiere in der Tabelle alle Paatg;, qx) mit{qi,qx} N F # @ und{qi, qx} \ F # 2.
WHILE es gibt ein unmarkiertes Pag@yi, qi) und eina € X,

so das$(qi,a) # 6(qx,a) und das Paafd(q;,a),d(qx,a)) markiertist DO

markiere(qi, qx)
(6]D)
Bilde maximale Mengen paarweise unmarkierter Zustande.

Beispiel 2.49 (Minimierungsalgorithmus). Der Minimierungsalgorithmus angewandt auf den
DFA M links in Abbildung 23 markiert zunéchst die Padkg;, qo), (q4,91), (qa,q2) und
(qa,q3), da nurqq ein Endzustand ist. Dann werden — in irgendeiner Reiheafeldie Paare
(d1,90), {(92,91), (g3, qo) und(qs, q2) markiert, da jeweils nur ein Zustand jedes Paares einen

Ubergang zum Endzustand besitzt. Folgende Tabelle fas&rdabnis der Markierungsschritte
zusammen.

qi | X

gz X

qs | X X

gz | X | X | X | X
qo | 91| 92|93

Letztendlich sind als@gg und q, &quivalente Zustande, sowie aughund q3. Der Quotienten-
DFA ergibt sich nun, indemyg, q2 bzw. q1, q3 zu je einem Zustand zusammengefasst werden.
Man erhalt den Automateh(/ = rechts in Abbildung 23. ]

{qa}

Abbildung 23: DFAM und der Quotienten-DFA(/ =

Zusammenfassung

Folgender Satz fasst die Charakterisierungen regulamacBen, die wir in diesem Abschnitt
kennengelernt haben, zusammen.
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Satz 2.50 (Charakterisierung regularer Sprachen).Seil eine Sprache. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(a) Listreguléar, d.h.L = £(G) fur eine regulare Grammatis.
(b) L =L(M) fur einen DFAM.

(c) L =L (M) fur einen NFAM.

(d) L=L(M) fur einene-NFA M.

(e) L = L(«) fur einen reguléaren Ausdruak.

() Der Nerode-Index von ist endlich.

In diesem Sinn sind die genannten Formalismen regulare @eadiken, DFA, NFA,e-NFA
und regulare Ausdricke gleichwertig. Dartiberhinaus hatierkonstruktiveMethoden ange-
geben, wie man die Formalismen ineinander tUberfihren Kaiemeisten der Konstruktionen
sind effizient. Ausnahmen hiervon ist die Determinisier(ungd Komplementierung) von NFA
mit der Potenzmengenkonstruktion sowie die Konstruktegutarer Ausdriicke fiir gegebenen
endlichen Automaten. Weiter hatten wir gesehen, dass @iss€lder regularen Sprachen unter
allen gangigen Operatoren fur formale Sprachen abgesshiast und dass einige grundle-
gende algorithmische Problemstellungen recht einfaclendtichen Automaten gelést werden
konnen.
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