
NFA können “exponentiell kleiner” als DFA sein 2238

Ln =
{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}
Ln =

{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}
Ln =

{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}

“das nnn-letzte Bit ist eine 111”

Es gibt einen NFA für LnLnLn mit n+1n+1n+1 Zuständen.

Aber: jeder totale DFA für LnLnLn hat > 2n> 2n> 2n Zustände.

Nerode-Index ===
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n

xxx

Anzahl an Zuständen im Minimalautomaten für LnLnLn

666 Anzahl an Zuständen in jedem totalen DFA für LnLnLn
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NFA können “exponentiell kleiner” als DFA sein 2240

Ln =
{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}
Ln =

{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}
Ln =

{
u1v : u, v ∈ {0, 1}∗, |v | = n−1

}

“das nnn-letzte Bit ist eine 111”

Behauptung:
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n
∣∣ {0, 1}∗/Ln

∣∣ > 2n

Für alle xxx , y ∈ {0, 1}ny ∈ {0, 1}ny ∈ {0, 1}n mit x 6= yx 6= yx 6= y gilt: x 6∼Ln
yx 6∼Ln
yx 6∼Ln
y

sei xxx === a1 . . . ai−1a1 . . . ai−1a1 . . . ai−1 111 ai+1 . . . anai+1 . . . anai+1 . . . an
yyy === b1 . . . bi−1b1 . . . bi−1b1 . . . bi−1 000 bi+1 . . . bnbi+1 . . . bnbi+1 . . . bn

Dann gilt: x1i−1 ∈ Lnx1i−1 ∈ Lnx1i−1 ∈ Ln, aber y1i−1 /∈ Lny1i−1 /∈ Lny1i−1 /∈ Ln

Daher gilt: es gibt mindestens 2n2n2n ∼Ln
∼Ln∼Ln

-Äquivalenzklassen
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Die Äquivalenz ≡≡≡ 2281

SeiM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DFA, wobei δδδ total
(ohne unerreichbare Zustände)

Äquivalenzrelation ≡≡≡ auf dem Zustandsraum QQQ:

q ≡ pq ≡ pq ≡ p gdw für alle Wörter z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗ gilt:

δ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ Fδ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ Fδ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ F

gdw L(q) = L(p)L(q) = L(p)L(q) = L(p)

für Zustand s ∈ Qs ∈ Qs ∈ Q:

L(s)
def
= L(Ms)L(s)
def
= L(Ms)L(s)
def
= L(Ms), wobeiMs = (Q,Σ, δ, s, F )Ms = (Q,Σ, δ, s, F )Ms = (Q,Σ, δ, s, F )
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Beispiel: Äquivalenz ≡≡≡ 2284

q0q0q0

q2q2q2

q1q1q1

q3q3q3

q4q4q4

Äquivalenz ≡≡≡ mit
drei Äquivalenzklassen

{q0, q2}{q0, q2}{q0, q2}

{q1, q3}{q1, q3}{q1, q3}

{q4}{q4}{q4}

000

000

111

111

111

111

000

000 0, 10, 10, 1

L(q4)L(q4)L(q4) === {0, 1}∗{0, 1}∗{0, 1}∗

L(q1)L(q1)L(q1) === L(q3)L(q3)L(q3) =̂̂=̂= (11∗0)∗0(0 + 1)∗(11∗0)∗0(0 + 1)∗(11∗0)∗0(0 + 1)∗

L(q0)L(q0)L(q0) === L(q2)L(q2)L(q2) =̂̂=̂= 1∗0(11∗0)∗0(0 + 1)∗1∗0(11∗0)∗0(0 + 1)∗1∗0(11∗0)∗0(0 + 1)∗
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Quotienten-DFAM/≡M/≡M/≡ 2286

SeiM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein totaler DFA.

Äquivalenzrelation ≡≡≡ auf dem Zustandsraum QQQ:

q ≡ pq ≡ pq ≡ p gdw für alle Wörter z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗ gilt:

δ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ Fδ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ Fδ(q, z) ∈ F ⇔ δ(p, z) ∈ F

Quotienten-DFA

M/≡M/≡M/≡
def
=
def
=
def
=

(
Q/≡,

(
Q/≡,

(
Q/≡, ΣΣΣ, δ′δ′δ′, [q0]≡[q0]≡[q0]≡, F

′
)

F ′
)

F ′
)

wobei F ′ =
{
[q]≡ : q ∈ F

}
F ′ =

{
[q]≡ : q ∈ F

}
F ′ =

{
[q]≡ : q ∈ F

}

δ′([q]≡, a) = [ δ(q, a) ]≡δ′([q]≡, a) = [ δ(q, a) ]≡δ′([q]≡, a) = [ δ(q, a) ]≡
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Beispiel: Quotienten-DFAM/≡M/≡M/≡ 2303

q0q0q0

q2q2q2

q1q1q1

q3q3q3

q4q4q4

Äquivalenz ≡≡≡ mit
drei Äquivalenzklassen

{q0, q2}{q0, q2}{q0, q2}

{q1, q3}{q1, q3}{q1, q3}

{q4}{q4}{q4}

000

000

111

111

111

111

000

000 0, 10, 10, 1

{q0, q2}{q0, q2}{q0, q2} {q1, q3}{q1, q3}{q1, q3} {q4}{q4}{q4}

000

111 111

000

0, 10, 10, 1
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Quotienten-DFA und Minimalautomat 2321

SeiM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DFA und L = L(M)L = L(M)L = L(M).

(1) MMM undM/≡M/≡M/≡ sind äquivalent, d.h.,

L
(
M/≡

)
= L(M)L

(
M/≡

)
= L(M)L

(
M/≡

)
= L(M)

(2) Ist δδδ total und sind alle Zustände q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q von q0q0q0
erreichbar, so sindM/≡M/≡M/≡ undMLMLML isomorph.

DFAMMM

Minimal-
automat
MLMLML

äquivalent

Quotienten-
DFA
M/≡M/≡M/≡

äquivalent

∼=∼=∼=
isomorph
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Äquivalenz vonMMM undM/≡M/≡M/≡ 2331

SeiM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein totaler DFA.

Behauptung: L
(
M/≡

)
= L(M)L

(
M/≡

)
= L(M)L

(
M/≡

)
= L(M)

Beweis: zeige zunächst, dass folgende Aussagen gelten:

(i) für alle p ∈ Qp ∈ Qp ∈ Q gilt: p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F gdw [p]≡ ∈ F ′[p]≡ ∈ F ′[p]≡ ∈ F ′

(ii) Ist q0 q1 . . . qnq0 q1 . . . qnq0 q1 . . . qn der Lauf für z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗z ∈ Σ∗ inMMM, so ist

[q0]≡ [q1]≡ . . . [qn]≡[q0]≡ [q1]≡ . . . [qn]≡[q0]≡ [q1]≡ . . . [qn]≡

der Lauf für zzz inM/≡M/≡M/≡.

z ∈ L(M)z ∈ L(M)z ∈ L(M) ⇐⇒⇐⇒⇐⇒ qn ∈ Fqn ∈ Fqn ∈ F
(i)
⇐⇒⇐⇒⇐⇒ [qn]≡ ∈ F ′[qn]≡ ∈ F ′[qn]≡ ∈ F ′

(ii)
⇐⇒⇐⇒⇐⇒ z ∈ L

(
M/≡

)
z ∈ L

(
M/≡

)
z ∈ L

(
M/≡

)
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Minimierungsalgorithmus (Schema) 2363

gegeben: totaler DFAM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )

R0 :=
{
〈p, q〉 : {p, q} ⊆ FR0 :=

{
〈p, q〉 : {p, q} ⊆ FR0 :=

{
〈p, q〉 : {p, q} ⊆ F oder {p, q} ∩ F = ∅

}
{p, q} ∩ F = ∅

}
{p, q} ∩ F = ∅

}
;

i := 0i := 0i := 0;
REPEAT

IF es gibt ein Zustandspaar 〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri und a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ

mit 〈 δ(p, a), δ(q, a) 〉 /∈ Ri〈 δ(p, a), δ(q, a) 〉 /∈ Ri〈 δ(p, a), δ(q, a) 〉 /∈ Ri

THEN wähle solches Zustandspaar 〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri ;

Ri+1 := Ri \ {〈p, q〉}Ri+1 := Ri \ {〈p, q〉}Ri+1 := Ri \ {〈p, q〉}; i := i+1i := i+1i := i+1
FI

UNTIL Ri = Ri−1Ri = Ri−1Ri = Ri−1 ←−←−←− p ≡ qp ≡ qp ≡ q für alle 〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri〈p, q〉 ∈ Ri
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Table filling algorithm (Pseudo-Code) 2371

gegeben: DFAM = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) mit Q =
{
q0, . . ., qn

}
Q =

{
q0, . . ., qn

}
Q =

{
q0, . . ., qn

}

Erstelle eine Tabelle für alle ungeordneten Paare 〈qi , qk〉〈qi , qk〉〈qi , qk〉.

Markiere alle Paare 〈qi , qk〉〈qi , qk〉〈qi , qk〉 mit {qi , qk}{qi , qk}{qi , qk}∩∩∩FFF 6= ∅6= ∅6= ∅

und {qi , qk}{qi , qk}{qi , qk} \\\ FFF 6= ∅6= ∅6= ∅

WHILE es gibt ein unmarkiertes Paar 〈qi , qk〉〈qi , qk〉〈qi , qk〉 und a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ,

so dass 〈 δ(qi , a), δ(qk , a) 〉〈 δ(qi , a), δ(qk , a) 〉〈 δ(qi , a), δ(qk , a) 〉 markiert ist
DO

wähle ein solches Paar 〈qi , qk〉〈qi , qk〉〈qi , qk〉 und markiere es
OD

Bilde maximale Mengen von paarweise unmarkierten

Zuständen.
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Beispiel: table filling algorithm 2376

q0q0q0 q1q1q1

q2q2q2

q3q3q3

q4q4q4

000
000

000
000

111
111

111111
000,111

q1q1q1 X

q2q2q2 X

q3q3q3 X X

q4q4q4 X X X X

q0q0q0 q1q1q1 q2q2q2 q3q3q3

keine weiteren
Markierungen möglich

q0 ≡ q2q0 ≡ q2q0 ≡ q2

q1 ≡ q3q1 ≡ q3q1 ≡ q3
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Zusammenfassung: reguläre Sprachen 2401

Charakterisierungen regulärer Sprachen (Typ 3):

Sei L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗ eine Sprache. Dann gilt:

LLL ist regulär

gdw L = L(G )L = L(G )L = L(G ) für eine reguläre Grammatik GGG

gdw L = L(M)L = L(M)L = L(M) für einen NFAMMM

gdw L = L(M)L = L(M)L = L(M) für einen DFAMMM

gdw L = L(α)L = L(α)L = L(α) für einen regulären Ausdruck ααα

gdw der Nerode-Index von LLL ist endlich
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Größe einer Grammatik 29

Die Größe einer Grammatik GGG ist definiert durch:

|G ||G ||G | === ### Variablen +++
∑∑∑

Länge der Regeln

Beispiel: CFG GGG mit den Variablen SSS , AAA, BBB
und den Regeln

SSS →→→ εεε
∣∣∣∣∣∣ aAcaAcaAc ←−←−←− Länge 555

AAA →→→ aAcaAcaAc
∣∣∣∣∣∣ BBB ←−←−←− Länge 666

BBB →→→ bbb ←−←−←− Länge 222

hat die Größe 3 + 13 = 163 + 13 = 163 + 13 = 16
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Zur Erinnerung: CFG    εεε-freie CFG 35a

gegeben: CFG G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P, S)G = (V ,Σ,P , S) mit ε /∈ L(G )ε /∈ L(G )ε /∈ L(G )

gesucht: äquivalente εεε-freie CFG

1. berechne Vε =
{
A ∈ V : A =⇒∗ ε

}
Vε =

{
A ∈ V : A =⇒∗ ε

}
Vε =

{
A ∈ V : A =⇒∗ ε

}

2. entferne alle εεε-Regeln

3. solange es eine Regel B → xAyB → xAyB → xAy gibt, so dass

A ∈ Vε
A ∈ VεA ∈ Vε, |xy | > 1|xy | > 1|xy | > 1, B 6→ xyB 6→ xyB 6→ xy ,

wähle eine solche und füge die Regel B → xyB → xyB → xy einx
x
x

exponentielles Wachstum

der Größe der Grammatik ist möglich
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