Eigenschaften von CNF-Grammatiken. Die Ableitungsbdume von CNF-Grammatiken sind
stets Binarbaume. Innere Knoten, die fir die AnwendungréRegel der FormA — BC ste-
hen, haben genau zwei S6hne. Innere Knoten mit nur einem Sehen fur die Anwendung
einer Terminalregel — a. Diese sind nur auf der untersten Ebene mdglichGlgine CNF-
Grammatik undv € £(G) ein Wort der Langen, so istn > 1 und jede Ableitung vomv in G
besteht aus genam2-1 Regelanwendungen, namlich gemalierminalregeln des TypA — a,

mit denen die Zeichen vow generiert werden, und genaus-1 Regeln des Typd — BC. Fir
die HOhe zugehoriger Ableitungsbaume gilt:

Lemma 3.8 (Hohe von Ableitungsbaumen in CNF-Grammatiken).SeiG eine CNF-Grammatik
undw € £(G) ein Wort der L&ngen. Ist T ein Ableitungsbaum fiw in G, so gilt:

logn+1 < Hohe vonT < n

Beweis.Die obere Schranke ergibt sich aus der Tatsache, dass jeder Pfddvan der Wur-
zel zu einem Blatt nur durch genau einen inneren Knoten filert fir die Anwendung einer
TerminalregelA — a steht. Da jede Ableitung vow genaun—1 Regeln des Typa — BC
einsetzt, ist die H6he voh durch(n—1) + 1 = n beschrankt.

Der Nachweis der unteren Schranketog 1 kann durch Induktion nach erfolgen. Genauer
zeigen wir, dass die Ableitungsbdume aller Ableitunges- x1 = ...= xon_1 = w mit belie-
biger VariableA und einem Wortv gebildet aus Terminalzeichen nmit| = n mindestens die
Hohe logn + 1 haben. Der Induktionsanfang= 1 ist klar, da Ableitungen von Wortern der
Lange 1 in CNF-Grammatiken nur aus der Anwendung einer TelmdgelA — a bestehen.
Zugehdrige Ableitungsbaume haben die Hohe 1. Nun zum limhdgdchritn—1 = n, wobei

n > 2. Seiw =azasz...a, undT ein Ableitungsbaum vow, dessen Wurzel miA beschriftet
ist. In der zugehorigen Ableitung muss im ersten Schrite éd@gelA — BC eingesetzt wer-
den. Die weiteren Ableitungsschritte sind aus den Schriten AbleitungerB =* a;...a;m
undC =* a;y1...an Zusammengesetzt, wobelm < n—1. Diese beiden Ableitungen sind
in T durch die Teilbdume der beiden niitund C beschrifteten Séhne der Wurzel dargstellt.
Eines der beiden Wortea; ...a,, odera,,.1...a, muss mindestens die Lange’2 haben.
Etwam > n/2. Nach Induktionsvoraussetzung hat jeder Ableitungsbum =* a;...anm
mindestens die Hohe log + 1 > logn. Die Hohe vonT ist daher mindestens log+ 1. O

3.3 Der Cocke-Younger-Kasami Algorithmus

Eine der zentralen algorithmischen ProblemstellungerGi@mmatiken ist dagJvortproblem
Dieses hat als Eingabe eine Grammdiilund ein Wortw tber das Terminalalphabet véh

und fragt, obw ausG hergeleitet werden kann, also abe £(G). Eine wichtige Instanz ist das
Parsingproblem des Compilers, bei denilir den vom Benutzer geschriebenen Programmtext
steht und der Parser zu prifen hat, ob die syntaktischeniRdgebetreffenden Programmier-
sprache eingehalten wurden. Im Compilerbau werden hisdiir ausgefeilte Algorithmen fur
spezielle Arten kontextfreier Grammatiken eingesetzt. Mghandeln hier einen konzeptionell
einfachen Algorithmus, der von einer kontextfreien Grarikna Chomsky Normalform aus-
gent.

Im Folgenden sek = (V,Z,P,S) eine CNF-Grammatik und = aia,...a, € Z*. Wir schrei-
benw;; flir das Teilwort der Langg, das an Position beginnt, alsov;; = ajai;1...ai4j-1.
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B C
Wi = Qq...ai44-1  / \ / N Witlj— = Qite---Qitj—1
Wiy

Wit(,j—t

Abbildung 24: Ableitungsbaum fiw; ; = ajai;1...ai4j—1

Dabei ist 1< i <n und 1< j < n+1—i. Fir den Test, obv € £(G) liegt, wenden wir die
Methode des dynamischen Programmierens zur Bestimmundadeblenmengen

V[l,)] = {A eEV:A=>F Wi,j}

an. Der Bereich von undj ist wie zuvor, also K i < n, 1 <j < n+1—i. Die MengeV|i, j]
besteht also aus allen Variablén aus denen sich das Teilwoxt ; von w ableiten lasst. Die
Antwort auf das Wortproblem fié undw = w1 ,, ergibt sich durch Betrachtung der Variablen-
mengeV[i,j] fur die Indizesi =1 undj =n:

weL(G) gdw S e Vinl.

Die Berechnung der Variablenmenggffi,j] erfolgt in Bottom-Up Manier mit zunehmender

Langej der betrachteten Teilworter vom. Die Initialisierungsphase betrachten wir Teilworter
der Lange 1, also die einzelnen Zeichen wonDa G in CNF ist, sind diese nur durch die

Anwendung einer Terminalregel herleitbar. Also:

Vi, = {AcV:A—a;}

Die Ableitungen, die mit einer Variablef starten, und eines der Teilworter veander Lange

j > 2 erzeugen, haben mindestens die Lange 2. Im ersten Algysgahritt muss also eine Regel
der FormA — BC eingesetzt werden. Fik € V gilt daherA =* w;; genau dann, wenn es
eine RegelA — BC gibt, so dass auB und C ein nicht-leeres Préafix der Langeébzw. Suffix
der Langej—¢ vonw; ; herleitbar ist. Die Struktur eines zugehdrigen Ableiturayams ist in
Abbildung 24 dargestellt. Es gilt also:

. es gibt eine Regeld — BC und eine Zaht € {1,...,j—1}
A= Wi gdW . * *
mit B =" wi o und C =" wi ;¢
Wir erhalten folgende rekursive Charakterisierung deialdenmengev (i, j].

j—1
V[i,jl = U {A € V: esgibteine Regeh — BC mit B € V[i,{J undC € V[i+{,j—{]}
=1

Diese Beobachtung wird im Algorithmus von Cocke-Youngeas&mi, kurz CYK-Algorithmus
genannt, angewandt. Siehe Algorithmus 4 auf Seite 84. Diegechnet in Bottom-Up-Manier
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die Zeilen der folgenden Tabelle.

Viln]

VL2 V2.2 V32 V42 ... Vin-1.2

VI[1,1 V(2,1 V3,1 V4,1 ... Vin-1,1 V[n,1]
aq az as ag an—1 an

Algorithmus 4 Der CYK-Algorithmus
(* Eingabe: CNF-Grammatilkc = (V,X,P,S) und Wortw = ajas...a, € It %)
(* Aufgabe: prift, obw € £(G) *)
FORi=1,...nDO
Vi,1]:={A e V:A — qi};
oD
FORj=2,...nDO
FORi=1,...n+1—j DO

V[i,jl .= o;
FOR({=1,...j—1DO
V[i,j] = VIi,jl U {A€V: esgibteine Regeh — BC
mit B € V[i,{] undC € V[i+(,j—{] }
oD
oD

oD
IF S eV[1n] THEN
Return “ja,w € L£(G).”
ELSE
Return “neinw & £(G).”
FI

Es ist offensichtlich, dass die Laufzeit des CYK-Algorithisrkubisch in der Lange des Einga-
beworts ist und dass der Platzbedarf quadratisch ist,rsdierGrammatik als fest angesehen
wird. Die Kosten beziehen sich auf den Fall, dass die kofreggtSprache durch eine feste
CNF-Grammatik dargestellt ist. Die Grol3e der CNF-Gramknatird daher als konstant ange-
sehen. Wir erhalten folgenden Satz:

Satz 3.9. Das Wortproblem fir CNF-Grammatiken lasst sich mit dem GYdGrithmus in Zeit
O(n®) und PlatzO(n?) 16sen. Dabei ist die Lange des Eingabeworts.

Beispiel 3.10 (CYK-Algorithmus). Die Arbeitsweise des CYK-Algorithmus fur die Sprache
L ={a"b":n > 1}, dargestellt durch die CNF-Grammatik

S - AC|AB C — SB A—a B=ob,

und das Woriv = aabb ist wie folgt. Im Initialisierungsschritt wird

84



V1,1 =VI[2,1={A} und VI[3,1] =VI[4,1] ={B}

gesetzt. Daraus ergibt sidf1,2 = V(3,2 = @ und V(2,2 ={S}. Im zweiten Schleifendurch-
lauf erhalten wir

V1,3 =2 und V[2,3 ={C},

daSeV([2,2,B € VI[3,1] undC — SB. WegenA € V(1,1 undC € V(2,3 ergibt sichV[1,4 =
{S}. Die oben erwahnte Tabelle hat also die Gestalt:

V(L4 | {S}
VIi,3 | @ {C}
Vii,2 | o {S} @
VI, [ {A} {A} {B} {B}
a a b b
Der Algorithmus terminiert also mit der Antwort “ja”. ]

Weitere algorithmische Probleme fir CFG. Das Leerheitsproblem “igi(G) = & fur gege-
bene CFGG?” lasst sich mit dem auf Seite 76 skizzierten Markierungsaihmus zur Bestim-
mung nutzloser Variablen I6sen. Das Startsyntbat genau dann nutzlos, wedi(G) = @.
Auch das Endlichkeitsproblem “igi(G) endlich?” ist fur CFG effizient I6sbar. Darauf gehen
wir spater ein. Viele andere algorithmische Fragestebunfiir CFG, z.B. das Aquivalenzpro-
blem “gilt £L(G1) = £(G»)?" oder die Frage, old (G) regular ist, sind jedoch unentscheidbar,
d.h., nicht algorithmisch l6sbar.

3.4 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Wir zeigen zunachst, dass jede kontextfreie Sprache eimp@&genschaft besitzt, die fir den
Nachweis der Nicht-Kontextfreiheit ntitzlich sein kannagw diskutieren wir Abschlusseigen-
schaften fur die Klasse der kontextfreien Sprachen unteifisle gangigen Kompositionsope-
ratoren fir formale Sprachen.

3.4.1 Das Pumping Lemma flr kontextfreie Sprachen

In Analogie zum Pumping Lemma flir regulare Sprachen gibtiesnetwendiges Kiriteri-
um fur kontextfreie Sprachen. Wir werden dieses mit Hilfe Ableitungsbaume fir CNF-
Grammatiken beweisen und spater fir den Entwurf eines &mditstests fur kontextfreie
Grammatiken benutzen.

Satz 3.11 (Pumping Lemma fur kontextfreie Sprachen).Seil eine kontextfreie Sprache.
Dann gibt es eine naturliche Zahl, so dass sich jedes Warte L der Lange> n wie folgt
zerlegen lasstz = uvwxy, wobei

(1) whwxky e Lfirallek € N
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(2) vl >1

(3) vwx| < n.

Beweis.Wir kdnnen o.E. annehmen, das¢ L. (Ist ¢ € L, dann betrachten wir die Sprache
L\ {e} anstelle vorlL.) SeiG eine CNF-Grammatik mit. = £(G) (siehe Satz 3.4, Seite 77).
Weiter seiN = |V| die Anzahl an Variablen i&. Die im Pumping Lemma genannte Konstante
n ist wie folgt definiert:

n=2N

Seiz € L mit |z] > n. Zu zeigen ist, dass sichin funf Teilworteru,v,w,x,y zerlegen lasst,
so dass Eigenschaften (1), (2) und (3) erfullt sind. Als stilittel fir die Definition solcher
Teilworteru,v,w,x,y verwenden wir einen Ableitungsbaunfir z. Dieser ist ein Binarbaum
mit |z| Blattern. Innere Knoten mit genau einem Sohn reprasentiire Regel der ForrA —
a. Sie haben die Hohe 1. Alle anderen inneren Knoten stehesirféRegel der ForrA — BC.
Sie haben genau zwei S6hne. Die Hohe Vaeih+1. Wegen Lemma 3.8 (Seite 82) gilt:

h > loglz| > logn = N

Seivgvy ... v €in Pfad inT der LAngeh-+1 von der Wurzebg zu einem Blattv;, ;. Also
istvny1 €in Zeichema € X vonz. Weiter seiA; die Markierung des Knotens, i =0,1,... h.
Dann istAg = S,A4,...,A eine Folge von Variablen der Langet1 > N+1. Also gibt es
eine VariableA und Indizesi,j € {0,1,... h} miti <j, so dassA = A; = A; und so dass die
VariablenAi.,...,Ay paarweise verschieden sind.

(......

(......

B
A
>

u Y w X y
Abbildung 25: Zerlegung von in uvwxy

Wir zerlegernz in z =uvwxy gemal der Skizze in Abbildung 25 auf Seite 86 und zeigen, dass
die geforderten Bedingungen erfillt sind.

ad (1). Ableitungen der Wortervkwx*y ergeben sich durch Kombinieren der Ableitungen
S="uAly =uAy, A=A ="w, A=A =" VAjx = VAxX.

Es folgtS =* uvkwx*y (alsouvkwx*y € L) fiir alle k € N. Abbildung 26 skizziert die Ablei-
tungsbaume fik =0 undk = 2.
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ad (2). DaG in CNF ist, istv = ¢ oderx # ¢. (Dav; ein innerer Knoten der Hohe 1 ist, steht
v; fir das Anwenden einer Regel der Gestajt— BC. Ist z.B.v; ein Nachfolger des miB

markierten Sohns von;, so ist das au§ hergeleitete Wort ein Suffix vor mit x| > 1.) Es
folgt [vx| > 1.

ad (3). Wir betrachten den Teilbau mit Wurzelv;. T’ ist ein Ableitungsbaum fiir die Ablei-
tungA; =* vwx. Die Hohe vorl' " isth—i+1, davi,vi;1,...,vh,1 €in langster Pfad i’ ist. Da
Aii1,...,An paarweise verschieden sind, gil-i < N. Die Héhe vonl”’ ist daher< N+1. Da
in jeder CNF-Grammatik die Hohe eines Ableitungsbaum fiingort der Langd mindestens
log¢+ 1 ist (siehe Lemma 3.8 auf Seite 82), folgt hieraus:

hwx| < 2V < 2N = n

Die Zerlegung = uvwxy erflllt also die drei geforderten Bedingungen. O

R ST
<

A A
v
u w y A
S =% uAy =" uwy Y
A
S =" uAy =" uvAxy
=% uvvAxxy
=% uvwwxxy T v v W X x Uy

Abbildung 26: Pumpeigenschatft fiir= 0 undk =2

Nicht-kontextfreie Sprachen. Das Pumping Lemma kann oftmals hilfreich sein, um nach-
zuweisen, dass eine Spraatiehtkontextfrei ist. Als Beispiel betrachten wir die Sprache

L={a"b"c":neN},

und zeigen mit Hilfe des Pumping Lemmas, dasscht kontextfrei ist. Wir nehmen an, dass

L kontextfrei ist und fihren diese Annahme zu einem Widerdpr$ein die Zahl aus dem
Pumping Lemma und = a"b"c". Das Wortz liegt in L und hat die Lange13 > n. Es gibt

also eine Zerlegung = uvwxy, so dass die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus dem Pumping
Lemma erfilllt sind. Wegelvwx| < n (Bedingung (2)) istwx entweder ein Teilwort voa™b™

oder vonb™c™. Wegen (1) ist wenigstens eines der Wostederx nicht leer. Daher ist es nicht
moglich, dass die Anzahl der Vorkommen der drei Symhgle undc in uv?wx?y gleich ist.
Daher istuv>wx?y ¢ L. Dies steht im Widerspruch zur Pumpeigenschaft (3).
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