
Korrektheit des angegebenen NKA 1001

NKA K = ({q+, q−}, {0, 1}, {0, 1,#}, δ, q+,#)K = ({q+, q−}, {0, 1}, {0, 1,#}, δ, q+,#)K = ({q+, q−}, {0, 1}, {0, 1,#}, δ, q+,#)

δ(q+, ε,#)δ(q+, ε,#)δ(q+, ε,#) === {〈q−, ε〉}{〈q−, ε〉}{〈q−, ε〉}

δ(q+, a,#)δ(q+, a,#)δ(q+, a,#) === {〈q+, a#〉}{〈q+, a#〉}{〈q+, a#〉}

δ(q+, a, a)δ(q+, a, a)δ(q+, a, a) === {〈q+, aa〉, 〈q−, ε〉}{〈q+, aa〉, 〈q−, ε〉}{〈q+, aa〉, 〈q−, ε〉}

δ(q+, a, b)δ(q+, a, b)δ(q+, a, b) === {〈q+, ab〉}{〈q+, ab〉}{〈q+, ab〉}

δ(q−, a, a)δ(q−, a, a)δ(q−, a, a) === δ(q−, ε,#) = {〈q−, ε〉}δ(q−, ε,#) = {〈q−, ε〉}δ(q−, ε,#) = {〈q−, ε〉}

für aaa, b ∈ {0, 1}b ∈ {0, 1}b ∈ {0, 1}

mit a 6= ba 6= ba 6= b

Behauptung: Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}
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Korrektheit des angegebenen NKA 1003

Behauptung: Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Beweis von “⊇⊇⊇”: durch Angabe akzeptierender Läufe
für die Wörter wwRwwRwwR mit w ∈ {0, 1}∗w ∈ {0, 1}∗w ∈ {0, 1}∗

1. akzeptierender Lauf für ε = εεRε = εεRε = εεR :

〈q+, ε,#〉〈q+, ε,#〉〈q+, ε,#〉 ⊢⊢⊢ 〈q−, ε, ε〉〈q−, ε, ε〉〈q−, ε, ε〉

2. akzeptierender Lauf für wwRwwRwwR , wobei w ∈ {0, 1}+w ∈ {0, 1}+w ∈ {0, 1}+:

sei w = vaw = vaw = va mit v ∈ {0, 1}∗v ∈ {0, 1}∗v ∈ {0, 1}∗ und a ∈ {0, 1}a ∈ {0, 1}a ∈ {0, 1}

〈q+,wwR,#〉〈q+,wwR ,#〉〈q+,wwR ,#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈q+,wR,wR#〉〈q+,wR ,wR#〉〈q+,wR ,wR#〉 === 〈q+, avR , avR#〉〈q+, avR , avR#〉〈q+, avR , avR#〉

⊢⊢⊢ 〈q−, vR, vR#〉〈q−, vR , vR#〉〈q−, vR, vR#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈q−, ε,#〉〈q−, ε,#〉〈q−, ε,#〉

⊢⊢⊢ 〈q−, ε, ε〉〈q−, ε, ε〉〈q−, ε, ε〉
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Korrektheit des angegebenen NKA 1005

Behauptung: Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Lε(K) =
{

wwR : w ∈ {0, 1}∗
}

Beweis von “⊆⊆⊆”: für alle u, x , v ∈ {0, 1}∗u, x , v ∈ {0, 1}∗u, x , v ∈ {0, 1}∗ gilt:

(1) Aus 〈q−, u, v#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q−, u, v#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q−, u, v#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉 folgt: u = vu = vu = v

und q = q−q = q−q = q−

(2) Aus 〈q+, x,#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q+, x ,#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q+, x ,#〉 ⊢∗ 〈q, ε, ε〉 mit x 6= εx 6= εx 6= ε folgt:

x = zaaux = zaaux = zaau mit z , u ∈ {0, 1}∗z , u ∈ {0, 1}∗z , u ∈ {0, 1}∗, a ∈ {0, 1}a ∈ {0, 1}a ∈ {0, 1} und

〈q+, x ,#〉〈q+, x ,#〉〈q+, x ,#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈q+, au, azR#〉〈q+, au, azR#〉〈q+, au, azR#〉

⊢⊢⊢ 〈q−, u, zR#〉〈q−, u, zR#〉〈q−, u, zR#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q, ε, ε〉〈q, ε, ε〉

Aus (1) folgt u = zRu = zRu = zR . Also x = wwRx = wwRx = wwR mit w = z aw = z aw = z a.
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Äquivalenz der Akzeptanzbedingungen 1031

1. Teil: Zu jedem NKA Kε
KεKε mit Akzeptanz bei

leerem Keller gibt es einen äquivalenten

NKA KFKFKF mit Akzeptanz über Endzustände.

2. Teil: Zu jedem NKA KFKFKF mit Akzeptanz über
Endzustände gibt es einen äquivalenten

NKA Kε
KεKε mit Akzeptanz bei leerem Keller.

Äquivalenz von KFKFKF und Kε
KεKε:

Gleichheit der akzeptierten Sprachen,
d.h., L(KF ) = Lε(Kε)L(KF ) = Lε(Kε)L(KF ) = Lε(Kε)

4 / 16



NKA Kε
KεKε    NKA KFKFKF 1041

NKA Kε
KεKε

Akzeptanz über
leeren Keller

NKA KFKFKF

Akzeptanz über
Endzustände

NKA KFKFKF simuliert Kε
KεKε wie folgt:

1. KFKFKF legt Sondersymbol $$$ auf den Kellerboden

2. KFKFKF simuliert schrittweise Kε
KεKε

3. KFKFKF wechselt in Endzustand, sobald das Symbol $$$

das oberste Kellersymbol ist

5 / 16



NKA Kε
KεKε    NKA KFKFKF 1044

gegeben: NKA Kε = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)Kε = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)Kε = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)
mit Akzeptanz über leeren Keller

gesucht: NKA KFKFKF mit Akzeptanz über Endzustände,

so dass Lε(Kε) = L(KF )Lε(Kε) = L(KF )Lε(Kε) = L(KF )

NKA KF = (Q ∪ {q′0, qF},KF = (Q ∪ {q′0, qF},KF = (Q ∪ {q′0, qF}, Σ,Σ,Σ, Γ ∪ {$},Γ ∪ {$},Γ ∪ {$}, δ′,δ′,δ′, q′0,q′0,q′0, #,#,#, {qF}){qF}){qF})

δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#) === {〈q0,#$〉}{〈q0,#$〉}{〈q0,#$〉}

δ′(q, a,A)δ′(q, a,A)δ′(q, a,A) === δ(q, a,A)δ(q, a,A)δ(q, a,A) für alle q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q

δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A) === δ(q, ε,A)δ(q, ε,A)δ(q, ε,A) a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, A ∈ ΓA ∈ ΓA ∈ Γ

δ′(q, ε, $)δ′(q, ε, $)δ′(q, ε, $) === {〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}

δ′(·) = ∅δ′(·) = ∅δ′(·) = ∅ in allen restlichen Fällen
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NKA KFKFKF    NKA Kε
KεKε 1071

NKA Kε
KεKε

Akzeptanz über
leeren Keller

NKA KFKFKF

Akzeptanz über
Endzustände

NKA Kε
KεKε simuliert KFKFKF wie folgt:

1. Kε
KεKε legt Sondersymbol $$$ auf den Kellerboden

2. Kε
KεKε simuliert schrittweise KFKFKF

3. Sobald ein Endzustand von KFKFKF erreicht ist,

entscheidet Kε
KεKε nichtdeterministisch, die Simulation

fortzusetzen oder den Keller zu entleeren
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NKA KFKFKF    NKA Kε
KεKε 1085

gegeben: NKA KF = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F)KF = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )KF = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )

Definition des NKA Kε
KεKε:

Kε
KεKε === (Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ′, q′0,#)(Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ′, q′0,#)(Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ′, q′0,#)

δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#) === {〈q0,#$〉}{〈q0,#$〉}{〈q0,#$〉}

δ′(q, a,A)δ′(q, a,A)δ′(q, a,A) === δ(q, a,A)δ(q, a,A)δ(q, a,A)

δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A) === δ(q, ε,A)δ(q, ε,A)δ(q, ε,A)

δ′(p, a,A)δ′(p, a,A)δ′(p, a,A) === δ(p, a,A)δ(p, a,A)δ(p, a,A)

δ′(p, ε,A)δ′(p, ε,A)δ′(p, ε,A) === δ(p, ε,A) ∪ {〈qF , ε〉}δ(p, ε,A) ∪ {〈qF , ε〉}δ(p, ε,A) ∪ {〈qF , ε〉}

δ′(p, ε, $)δ′(p, ε, $)δ′(p, ε, $) === {〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}

δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A) === δ′(qF , ε, $)δ′(qF , ε, $)δ′(qF , ε, $) === {〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}{〈qF , ε〉}

für aaa ∈∈∈ Σ,Σ,Σ, AAA ∈∈∈ ΓΓΓ

qqq ∈∈∈ Q \ FQ \ FQ \ F
ppp ∈∈∈ FFF
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NKA und kontextfreie Grammatiken 1131

kontextfreie
Grammatik GGG

CFG in Greibach
Normalform

NKA Kε
KεKε

Akzeptanz über
leeren Keller

NKA KFKFKF

Akzeptanz über
Endzustände

ohne Beweis
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Beispiel: CFG    NKA 1150

CFG GGG in Greibach Normalform

S → aSB
∣

∣ aBS → aSB
∣

∣ aBS → aSB
∣

∣ aB B → bB → bB → b

Betrachte die Linksableitung:

SSS =⇒L=⇒L=⇒L aSBaSBaSB =⇒L=⇒L=⇒L aaBBaaBBaaBB =⇒L=⇒L=⇒L aabBaabBaabB =⇒L=⇒L=⇒L aabbaabbaabb

Simuliere diese mit den Konfigurationswechseln eines
NKA mit Akzeptanz bei leerem Keller

• Kelleralphabet Γ = {S ,B}Γ = {S ,B}Γ = {S ,B}

• Kellerstartsymbol # = S# = S# = S

• 1 Zustand q0q0q0
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NKA für kontextfreie Sprachen 1171

Zu jeder kontextfreien Grammatik GGG in Greibach NF
gibt es einen NKA KKK, so dass L(G ) = Lε(K)L(G ) = Lε(K)L(G ) = Lε(K)

Beweis: Sei G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S) eine CFG in Greibach NF

Definiere NKA mit Akzeptanz bei leerem Keller:

KKK === ({q0},Σ,V , δ, q0, S)({q0},Σ,V , δ, q0, S)({q0},Σ,V , δ, q0, S)

δ(q0, a,A)δ(q0, a,A)δ(q0, a,A) ===
{{{

〈q0,B1 . . .Bk〉〈q0,B1 . . .Bk〉〈q0,B1 . . .Bk〉 : A → aB1 . . .Bk

}

: A → aB1 . . .Bk

}

: A → aB1 . . .Bk

}

x



x



x



〈q0, ε〉〈q0, ε〉〈q0, ε〉, falls k = 0k = 0k = 0,
d.h., A → aA → aA → a
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NKA    CFG 1203

Zu jedem NKA KKK gibt es eine kontextfreie
Grammatik GGG mit L(G ) = Lε(K)L(G ) = Lε(K)L(G ) = Lε(K).

Sei K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#) ein NKA.

Idee für die Konstruktion von GGG :

Variablen von GGG sind Tripel 〈q,A, p〉〈q,A, p〉〈q,A, p〉, so dass

für alle Wörter w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗:

〈q,A, p〉 =⇒∗ w〈q,A, p〉 =⇒∗ w〈q,A, p〉 =⇒∗ w gdw (q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)(q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)(q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)

wobei qqq, ppp Zustände von KKK und AAA ein Kellersymbol
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Definition von GGG 1213

CFG G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S)G = (V ,Σ,P , S) mit V = {S} ∪ Q × Γ× QV = {S} ∪ Q × Γ× QV = {S} ∪ Q × Γ× Q

Startregeln: S → 〈q0,#, p〉S → 〈q0,#, p〉S → 〈q0,#, p〉 für alle p ∈ Qp ∈ Qp ∈ Q

Für alle (r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, a,A)(r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, a,A)(r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, a,A) und p1, . . . , pn−1 ∈ Qp1, . . . , pn−1 ∈ Qp1, . . . , pn−1 ∈ Q:

〈q,A, p〉 → a〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉〈q,A, p〉 → a〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉〈q,A, p〉 → a〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉

Sonderfall n = 0n = 0n = 0: 〈q,A, p〉 → a〈q,A, p〉 → a〈q,A, p〉 → a, falls (p, ε) ∈ δ(q, a,A)(p, ε) ∈ δ(q, a,A)(p, ε) ∈ δ(q, a,A)

Für alle (r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, ε,A)(r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, ε,A)(r ,B1 . . .Bn) ∈ δ(q, ε,A) und p1, . . . , pn−1 ∈ Qp1, . . . , pn−1 ∈ Qp1, . . . , pn−1 ∈ Q:

〈q,A, p〉 → 〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉〈q,A, p〉 → 〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉〈q,A, p〉 → 〈r ,B1, p1〉〈p1,B2, p2〉 . . . 〈pn−1,Bn, p〉

Sonderfall n = 0n = 0n = 0: 〈q,A, p〉 → ε〈q,A, p〉 → ε〈q,A, p〉 → ε, falls (p, ε) ∈ δ(q, ε,A)(p, ε) ∈ δ(q, ε,A)(p, ε) ∈ δ(q, ε,A)
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Korrektheit der Transformation “NKA    CFG” 1216

NKA K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)

Akzeptanz bei leerem Keller
w

w

�

w

w

�

w

w

�

CFG G = (G ,Σ,P , {S})G = (G ,Σ,P , {S})G = (G ,Σ,P , {S}) mit

V = {S} ∪ Q×Γ×QV = {S} ∪ Q×Γ×QV = {S} ∪ Q×Γ×Q, P = . . .P = . . .P = . . .

Korrektheit: Lε(K) = L(G )Lε(K) = L(G )Lε(K) = L(G )

zentrale Hilfsaussage:

〈q,A, p〉 =⇒∗ w〈q,A, p〉 =⇒∗ w〈q,A, p〉 =⇒∗ w gdw (q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)(q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)(q,w ,A) ⊢∗ (p, ε, ε)

für alle qqq, p ∈ Qp ∈ Qp ∈ Q und A ∈ ΓA ∈ ΓA ∈ Γ
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Beispiel: NKA    CFG 1221

NKA KKK mit Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)

δ(qa, a,#)δ(qa, a,#)δ(qa, a,#) === {(qa,B)}{(qa,B)}{(qa,B)} δ(qa, b,B)δ(qa, b,B)δ(qa, b,B) === {(qb, ε)}{(qb, ε)}{(qb, ε)}

δ(qa, a,B)δ(qa, a,B)δ(qa, a,B) === {(qa,BB)}{(qa,BB)}{(qa,BB)} δ(qb, b,B)δ(qb, b,B)δ(qb, b,B) === {(qb, ε)}{(qb, ε)}{(qb, ε)}

CFG GGG mit dem Alphabet {a, b}{a, b}{a, b}: Variablen SSS und

〈qa,A, qa〉〈qa,A, qa〉〈qa,A, qa〉
〈qa,A, qb〉〈qa,A, qb〉〈qa,A, qb〉

〈qb,A, qa〉〈qb,A, qa〉〈qb,A, qa〉
〈qb,A, qb〉〈qb,A, qb〉〈qb,A, qb〉

wobei A ∈ {B,#}A ∈ {B ,#}A ∈ {B,#}

zwei Startregeln: S → 〈qa,#, qa〉
∣

∣ 〈qa,#, qb〉S → 〈qa,#, qa〉
∣

∣ 〈qa,#, qb〉S → 〈qa,#, qa〉
∣

∣ 〈qa,#, qb〉
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Beispiel: NKA    CFG 1223

NKA KKK mit Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

Lε(K) =
{

anbn : n > 1
}

K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)K = ({qa, qb}, {a, b}, {B,#}, δ, qa,#)

δ(qa, a,#)δ(qa, a,#)δ(qa, a,#) === {(qa,B)}{(qa,B)}{(qa,B)} δ(qa, b,B)δ(qa, b,B)δ(qa, b,B) === {(qb, ε)}{(qb, ε)}{(qb, ε)}

δ(qa, a,B)δ(qa, a,B)δ(qa, a,B) === {(qa,BB)}{(qa,BB)}{(qa,BB)} δ(qb, b,B)δ(qb, b,B)δ(qb, b,B) === {(qb, ε)}{(qb, ε)}{(qb, ε)}

Regeln zur Simulation der Übergänge von KKK:

〈qa,#, qa〉〈qa,#, qa〉〈qa,#, qa〉 →→→ a 〈qa,B, qa〉a 〈qa,B, qa〉a 〈qa,B, qa〉 〈qa,#, qb〉〈qa,#, qb〉〈qa,#, qb〉 →→→ a 〈qa,B, qb〉a 〈qa,B, qb〉a 〈qa,B, qb〉

〈qa,B , p〉〈qa,B, p〉〈qa,B, p〉 →→→ a 〈qa,B, p1〉〈p1,B, p〉a 〈qa,B, p1〉〈p1,B, p〉a 〈qa,B, p1〉〈p1,B, p〉 für p, p1 ∈ {qa, qb}p, p1 ∈ {qa, qb}p, p1 ∈ {qa, qb}

〈qa,B , qb〉〈qa,B, qb〉〈qa,B, qb〉 →→→ bbb 〈qb,B, qb〉〈qb,B, qb〉〈qb,B, qb〉 →→→ bbb
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