Das folgende Corollar beruht auf einer Kombination der mgemyangenen Ergebnisse:

Corollar 3.28 (Charakterisierung kontextfreier Sprachen). Seil eine Sprache. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:

(a) List kontextfrei, d.hL = £(G) fur eine CFGG.
(b) L =L(X) far einen NKAKX.
(c) L=L(XK,) far einen NKAK..

Da fur die Konstruktion eines NKA fur gegebene kontextfr&iemmatik in Greibach Nor-
malform ein NKA mit nur einem Zustand und ohn€lransitionen ausreichend ist, ist jeder
KellerautomatX aquivalent zu einem Kellerautomaten mit Akzeptanz beiceeKeller, der
nur einen Zustand hat. Auch agdTransitionen kann verzichtet werden, sofern das leere Wor
nicht in der akzeptierten Sprache vénliegt.

In Abschnitt 3.4.1 (Seite 87) haben wir mit Hilfe des Pumplregnmas nachgewiesen, dass
die Sprachd. ={a™b"c™ : n > 0} nicht kontextfrei ist. Mit Corollar 3.28 kénnen wir hierflr
eine intuitive Erklarung geben. Liegt einem NKA ein Eingafet der Forma™b™c™ vor, dann
kann er die fuhrenden’s in seinem Keller ablegen und diese beim Lesentderentfernen.
Nach dem Lesen des’s ist der Keller jedoch leer. Die Information Uber die Ankahder
geleseneru’s bzw. b’s steht bei der Bearbeitung deis nicht mehr zur Verfigung. Derartig
intuitive Argumentationen helfen oftmals einzuschatz@m gine Sprache kontextfrei ist oder
nicht. Selbstverstandlich ersetzen sie keinen formalemeize

Durchschnitt zwischen kontextfreien und regularen Spracken. In Abschnitt 3.4.2 (Seite
88 ff) haben wir gesehen, dass die Klasse der kontextfrgeeacBennicht unter der Durch-
schnittsbildung abgeschlossen ist. Dennoch ist der Dahetig einer kontextfreien Sprache
mit einer regularen Sprache stets kontextfrei. Wir konnerfir &hnlich wie fur reguléare Spra-
chen verfahren und dé&rodukteines NKA mit einem NFA bilden; dieses ist ein NKA fur die
Durchschnittssprache.

Lemma 3.29. Ist L, eine kontextfreie untl, eine reguére Sprache, so ist N L, kontextfrei.
Beweis.SeiX = (Q1,%,T,01,q0,1,#,F1) ein NKAmit £(X) =L; undM = (Q2,X,82,{qo,2}, F2)

ein NFA mit £L(M) = Ly, der genau einen Anfangszustand hat. Wir definieren dasiRrads
XK undM als NKA:

def

j{@M - (Ql X QZIZI r|6| <q0,1) q0,2>)#)F1 X F2)|

wobei die Ubergangsfunktiohdes Produkt-NKA wie folgt definiert ist:

5((q1,92),a,A) = {({(q1,9%).%) : (q1,x) € d1(q1,a,A) undqj € 52(qz2,a) }
5((q1.q2),&,A) = {(q1,92),x) :(q1,x) € d1(qa,e,A)}

Ahnlich wie fiir die Korrektheit der Produktkonstruktionrféndliche Automaten kann nun
gezeigt werden, dass tatsachlig¢fiK @ M) = £(K)NL(M) gilt. O
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3.5.3 Deterministische Kellerautomaten

Deterministische Kellerautomaten (DKA) sind NKA, in dergr jeweils nachste Schritt ein-
deutig festgelegt ist. Da wir dig-Transitionen beibehalten mdchten, missen wir forderss da
flr jeden Zustandy, jedes Zeicher € X und jedes Bandsymba! die Menged(q,a,A)U
d(q,¢,A) hdchstens einelementig ist. Dies stellt sicher, dass jeddiguration hochstens eine
Folgekonfiguration hat.

Definition 3.30 (Deterministischer Kellerautomat (DKA)). Ein DKA ist ein NKA X =
(Q,Z,T,8,q0,#,F), so dass fur allg € Q, a € ZundA €T gilt:

(1) 18(q,0,A) <1
(2) 16(q,e,A)l <1
(3) Ausd(q,e,A) # o folgtd(q,a,A) =2.

Eine Spraché heif3tdeterministisch kontextfrefialls es einen DKAK mit L = £(X) gibt. =

Die Ubergangsfunktioa eines DKA kann als partielle Funktidn: Q x (£ U{e})xT" — QxT*
angesehen werden. Es ist daher Ublich, auf die Mengenbuleisie zu verzichten und
d(q,a,A) = (p,z) stattd(q,a,A) ={(p,z)} zu schreiben. Entsprechend ist die Schreibweise
d(q,a,A) = 1 anstelle vord(q,a,A) = @ gebrauchlich.

Beispiel 3.31 (Deterministisch kontextfreie Sprachen)Die Sprachd. = {a™b™:n > 1} ist
deterministisch kontextfrei. Intuitiv ist klar, dass winen DKA so entwerfen kénnen, der fih-
rendea’s des Eingabeworts in seinem Keller ablegt. Sobald das ergelesen wird, versucht
der DKA seinen Keller zu entleeren, indem fir jedes gele$eeim a aus dem Keller genom-
men wird. Tatsachlich arbeitet der in Beispiel 3.20 auf &6 angegebene NKX fiur die
Sprache. nach diesem Prinzip. Durch Inspektion der Ubergangsfonkiberzeugt man sich
davon, das&( tatséchlich deterministisch ist. Die Sprachen

Ly = {wwRr:we{0,1*} und L, = {w$nw®:w {0, 1}*}

sind kontextfrei. (Wie zuvor stelR® fiir das gespiegelte Wort vow). Jedoch ist nui., de-
terministisch kontextfrei. Wir begniigen uns mit inforneellArgumenten. Fur die Sprache
kann man einen DKA entwerfen, der zunéchst samtliche gedesZeichen in seinem Keller
ablegt. Sobald er das Symbol $ liest, weil3 der DKA, dass dagabewort von der Form$y

mit w € {0, }* undy € {0,1,8" ist. Zu prifen ist nun, ob der Kellerinhalt mit dem noch zu
lesenden Teilworty Ubereinstimmt. Hierzu ist offenbar kein Nichtdeterminismotwendig.
Fur die Spraché; dagegen kann man zwar einen ahnlich arbeitenden NKA erawésiehe
Beispiel 3.21, Seite 97), jedoch muss dieser NKiBhtdeterministisclentscheiden, wann er
beginnt, seinen Keller zu entleeren. [ ]

Offenbar ist die Klasse der deterministisch kontextfr&@enachen eine Teilklasse der Sprachen
vom Typ 2. Andererseits umfasst die Klasse der determsaistkontextfreien Sprachen die
regularen Sprachen. Dies folgt aus der Beobachtung, dasgetien DFA als DKA auffassen
kann, der niemals das Startkellersymbol # durch andere Slinalosetzt.
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Satz 3.32 (Abschlusseigenschaften von DCFLPie Klasse der deterministisch kontextfrei-
en Sprachen ist unter der Komplementbildung abgeschlpssemt aber unter Vereinigung,
Konkatenation, Kleeneabschluss und Durchschnittsbddun (teilweise ohne Beweis)

Wir erlautern nur, wie man fur den Durchschnitt und die Meiguing argumentieren kann, wenn
man das Abschlussresultat fir den Komplementoperatoeisint voraussetzt. Die Sprachen

Li={a"b™c™:n,meN}, L,={a"b"c¢c™:n,m e N}
sind deterministisch kontextfrei. (Flin, und L, kann man einen ahnlichen DKA wie fir die
Sprachda™b™:n > 1} entwerfen. Siehe Beispiel 3.20 auf Seite 96.) Andererstitie Durch-
schnittssprache

LiNLy ={a"b"c":n e N}

nicht (deterministisch) kontextfrei (siehe Seite 87). Dtaist die Klasse der deterministisch
kontextfreien Sprachen nicht unter der Durchschnittsinigdabgeschlossen. Das oben zitierte
Ergebnis, dass mit auchL deterministisch kontextfrei ist, zusammen mit der de Mosghen
Regel

LiNnLy = LULy,

ergibt, dass die Klasse der deterministischen kontegtir8prachen bzgl. der Vereinigunight
abgeschlossen sein kann.

In Lemma 3.29 (Seite 107) haben wir gesehen, dass das Pradekil eines NKAX und
NFA M genau die Durchschnittsprache akzeptiert, wenn die Akrepturch Endzustande
zugrundegelegt wird. Durch Inspektion der Ubergangsfonkergibt sich, dass¢ ® M ein
DKA ist, falls sowohlX als auchM deterministisch sind. Somit idt; N L, deterministisch
kontextfrei, wenrl_; deterministisch kontextfrei unich regulér ist. Diese Uberlegungen liefern
folgendes Lemma.

Lemma 3.33 (Schnitt von DCFL und regulérer Sprache).Ist L1 deterministisch kontextfrei
undL, regulér, so istL.1 N L, deterministisch kontextfrei.

In der Definition deterministisch kontextfreier SprachBef{nition 3.30, Seite 108) haben wir
die Akzeptanz durch Endzustande gefordert. Im Gegensatchtdeterministischen Kellerau-
tomaten sind die beiden Akzeptanzvarianten “Akzeptanezld&ndzustande” und “Akzeptanz
bei leerem Keller” fur deterministische Kellerautomatecht gleichwertig. Die Akzeptanz bei
leerem Keller ist fir DKA schwécher als die Akzeptanz durcdEistande. Dies liegt vorallem
daran, dass ein Kellerautomat stets dann anhalt, wenn sder keer ist. Flr die Akzeptanz ist
es jedoch entscheidend, dass die Eingabe komplett gelasele w.iegt ein DKAX und ein
Eingabewortv = xy, wobeiy # ¢, vor, so dasX fur das Prafix bei leerem Keller anhalt, dann
fuhrt die Berechnung vofX flr das Eingabewonv zu einer Konfiguration, in der der Keller
leer ist, aber das Teilwotf noch nicht gelesen iskK verwirft also das Wortv. Wir prazisieren
diese Beobachtungen.

Definition 3.34 (Préfixeigenschaft).SeiL C Z*. L hat die Préafixeigenschaftwenn fur alle
Worterw € L gilt: Ist x ein echtes Préfix vow, so istx ¢ L. [ ]

Die Sprachda™b™ : n > 1} hat die Prafixeigenschaft, da fur jedes Wrt= a™b™ alle echten
Préfixe die Formu™b' odera' mitn > 1 > 1 haben. Die reguldre Sprache- £ (a*b*) hat die
Prafixeigenschafticht Z.B. istw = aaab € L undx = aa € L.
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Wir zeigen nun, dass DKA mit der Akzeptanz bei leerem Kellemay diejenigen determinis-
tisch kontextfreien Sprachen erkennen kdnnen, welcherdiexBigenschaft haben.

Lemma 3.35 (DKA mit Akzeptanz bei leerem Keller). SeiX ein DKA.

(@) L¢(X) ist deterministisch kontextfrei, d.h.= £(X') fir einen DKAX'.
(b) L£:(X) hat die Prafixeigenschatft.

Beweis.ad (a). Der im Beweis von Satz 3.22 (Seite 100) konstruieka NCr mit Akzeptanz
durch Endzustande ist deterministisch, falls= K. deterministisch ist.

ad (b). Sew € L(X), w=xy, y # ¢. Angenommernx € L.(X). Dann gilt
(do,x,#) F* (q,¢,¢)

far einen Zustand € Q. DaX deterministisch ist, stimmen die ersten Schritte der Bereng
von X fir w genau mit der Berechnung v fur x Gberein. Daher gilt:

(qo,w,#) = (qo,xy,#) F* (q,y,¢).

Wegeny # ¢ liegt ein verwerfender Lauf fuw vor. Widerspruch. 0J

Die Sprachd. = £ (0*1*) ist reguléar und somit deterministisch kontextfrei. Es ggolochkei-
nenDKA X mit L = £.(X), daL die Préafixeigenschaft nicht hat.

Im Beweis von Satz 3.23 (Seite 100) haben wir zu gegebenem NKAXr mit Akzeptanz
durch Endzustande einen aquivalenten NKA mit Akzeptanz bei leerem Keller konstruiert.
Der konstruierte NKAX:; ist jedoch auch dann kein DKA, werlr deterministisch ist. Dies
untermauert das Resultat, dass fur DKA die Akzeptanz beeteeKeller schwacher als die
Akzeptanz durch Endzusténde ist. Hat jedoch die dutghakzeptierte Spraché (Xg) die
Préafixeigenschaft, dann konnen wir die angegebene Definiiis Kellerautomatel: so mo-
difizieren, dass ein DKA entsteht, fiir den die bei leeremétedkzeptierte Sprache mit Kr)
Ubereinstimmt. Die durchzufihrende Veranderung besthglich darin, dass — sobalif
einen Endzustand erreicht — der simulierende DKAseinen Keller entleert.

Lemma 3.36. Seil eine deterministische kontextfreie Sprache mit der Prigjiereschaft. Dann
gibt es einen DKAK, mitL = £, (XK. ).

Beweis.Sei Kr = (Q,X,T,8,q0,#,F) ein DKA fir L mit Akzeptanz durch Endzusténde, al-
so L(Kf) = L. Da L die Prafixeigenschaft hat, kann man o.E. annehmen, &agss,A) =
d(p,a,A) = L fur alle Endzustande € F und alle Zeichem € X, A € T'. Wir wenden nun die
im Beweis von Satz 3.23 (Seite 100) angegebene Konstru&tims aquivalenten Kellerauto-
matenX, mit Akzeptanz bei leerem Keller an. D& anhalt, sobald ein Zustande F betreten
wird, ist X, deterministisch. O

Lemma 3.35 (Seite 110) und Lemma 3.36 (Seite 110) impliniévlyenden Satz.

Satz 3.37 (DKA-Sprachen fir Akzeptanz bei leerem Keller).Seil eine Sprache. Dann gilt:
L ist genau dann deterministisch kontextfrei mit der Pra§igaschaft, wenih = L. (XK.) fur
einen DKAX..
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Abschliessend erwahnen wir, dass es einen einfachen Tititkugn eine gegebene determi-
nistisch-kontextfreie Spractiein eine “ahnliche” Sprache zu tiberfuihren, die durch eineADK
mit Akzeptanz bei leerem Keller akzeptiert wird. Hierzuwenden wir eine Endemarkierung
$, die an alle Worter auls angehéangt wird und somit die Préfixeigenschaft erzwingt.

FurL C Z* seil$ = {w$:w € L}, wobei $ ein Zeichen ist, das nichtinliegt. Tatséchlich gilt
nun:

Lemma 3.38 (DCFL mit Endemarkierung). IstL deterministisch kontextfrei, so gibt es einen
DKAX, mit L (X.) =L$.

Beweis.SeiX = (Q,Z,T,d,qo,#,F) ein DKA mit L = £(X). Wir konstruieren nun einen DKA
XK. mit Akzeptanz bei leerem Keller, d&€ simuliert und den Keller leert, sobald einen
Endzustand erreicht und $ gelesen wird. Die formale DefinitionX . ist wie folgt:

Ke = (QU{qg, qrt, ZU{$LT",8", q0, #)

Das Kelleralphabet idt’ = ' U{$}, wobei wir $¢ I" annehmen. Das zusétzliche Symbol $ (als
Kellersymbol) dient zur Markierung des Kellerbodens walrder Simulation. Die Ubergangs-
funktion &’ ist wie folgt:

8'(qhe) = (qo,#9) 5'(q,0,A) = 5(q,a,A)

5'(p,$B) = (qr,B) flirpeF 5'(q,e,A) = d(q,¢,A)

6/(qF1£1B) = (que)
furalleqe Q,aec L, A e TundB € I'U{$}. Zu zeigen ist nun, dass. (K.) = LS.
“D" Seix € L$, alsox = w$ fiir ein Wortw € L. WegenL = £(X) gilt:

(qo,w,#) 5 (p,e,x)

fur einen Endzustanp von X und ein Wortx € I'*. Dann gilt:

(a6 w$.# Fx, (4o, w$,#8 Hic (p.$.x$) Fx, (ar.ex$) Fi, (ar.e.e)
Alsox =w$ € L(K,).
“C”: Seinunx € L¢(X,). Daqy einee-Transition hat, gilt dann:

(do:x.#) Fx. (qo.x,#9) Fi. (q,¢€,¢)

flr einen Zustandy von X.. Die einizge Mdglichkeit das Kellersymbol $ aus dem Kellar z
entfernen sind die Transitionérip,$,¢) = (qr,¢) fur die Endzustande von XK. Weiter ist
qr absorbierend, d.h., ein Zustand, von dem kein anderercbbrai ist, undqr hat einee-
Transition. Ferner wird $ niemals auf den Keller gelegt,es@mipen von des-Transition vom
Anfangszustand. Daher muss| = qr gelten und es einen Zustapd:= F und Worterw € r*
undy € I'’* geben, so dass=w$ und

(9o, WS, #9) F5. (P, $,y$) Fx, (dr.e,y$) by, (qr.e.€)

Dad undd’ aufQ x Z x T" tibereinstimmen, folgtqo, x,#) Fi. (p,€,y$) und somitx € £(X) =
L. Alsoistw =x$c L$. O
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Zusammenfassung der Konzepte aus Kapitel 3

Eine zentrale Rolle bei der Untersuchung von kontextfr&prachen spielen Normalformen
kontextfreier Grammatiken, wie Chomsky oder Greibach Nafanm. Die Chomsky Normal-
form haben wir als Ausgangspunkt fur einen Algorithmus fés &Vort- und Endlichkeitspro-
blem genutzt. Das Leerheitsproblem ist flr kontextfreiaf@®matiken ebenfalls effizient I6sbar.
Die meisten anderen algorithmischen Fragestellungendiiteiktfreie Grammatiken (z.B. das
Aquivalenz- oder Inklusionsproblem oder die Frage, ob dieegte Sprache einer kontextfreien
Grammatik regular ist) sind jedoch nicht algorithmischoléis Weiter diente uns die Chomsky
Normalform fir den Nachweis des Pumping Lemmas, das eiveamalige Bedingung flr kon-
textfreie Sprachen liefert und somit hilfreich sein kanreeigen, dass eine gegebene Sprache
nicht kontextfrei ist.

Das zu den kontextfreien Sprachen gehdrende Automatenhsidker Kellerautomat. Im We-
sentlichen ist dies eine Erweiterung vaaNFA um ein im LIFO-Prinzip organisiertes Spei-
chermedium. Im Gegensatz zu endlichen Automaten sind diegdeterministische und deter-
ministische Version von Kellerautomaten nicht gleichntéiciDie beiden Akzeptanzkriterien
“Akzeptanz Uber Endzustande” und “Akzeptanz bei leerentelkesind fiir die nichtdeterminis-
tische Version aquivalent. Fur deterministische Kellesenaten ist Akzeptanz Giber Endzustan-
de jedoch méchtiger. Die Klasse der Sprachen, die durcin ®K& mit Akzeptanz bei leerem
Keller akzeptiert werden, ist genau die Klasse der DKA-8pea mit der Prafixeigenschatft.

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist unter Vereinigifleeneabschluss und Konkate-
nation abgeschlossen, jedoch nicht unter DurchschnittKordplement. Die Klasse der de-
terministisch kontextfreien Sprachen ist nur unter Kompat abgeschlossen, aber unter kei-
nem der anderen vier gangigen Verknupfungsoperatoreeif\fgung, Schnitt, Konkatenation,
Kleeneabschluss).

Im Kontext des Ubersetzerbaus spielen spezielle Gramtypék fiir deterministisch kontext-
freie Spachen eine zentrale Rolle. Der Parser kann dann depidblem durch Algorithmen
I6sen, die ahnlich wie ein DKA arbeiten und deutlich effizearsind als der CYK-Algorithmus
oder andere Algorithmen fur die vollstandige Klasse kotiteier Sprachen, dargestellt durch
(Normalformen von) Typ 2 Grammatiken.
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