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Akzeptanz über
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NKA und kontextfreie Sprachen 1232

Für alle Sprachen LLL gilt:

LLL ist kontextfrei

gdw L = L(G )L = L(G )L = L(G ) für eine CFG GGG

gdw L = L(KF )L = L(KF )L = L(KF ) für einen NKA KFKFKF

gdw L = Lε(Kε)L = Lε(Kε)L = Lε(Kε) für einen NKA KεKεKε

gdw L = Lε(Kε)L = Lε(Kε)L = Lε(Kε) für einen NKA KεKεKε

mit nur einem Zustand
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen 1246

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist

abgeschlossen unter

• Vereinigung

• Konkatenation
• Kleeneabschluss

aber nicht unter Durchschnitt und Komplement.

}
Beweis mit Hilfe
entsprechender Operatoren für
kontextfreie Grammatiken

z.B. L1L1L1 ===
{
anbncm :

{
anbncm :

{
anbncm : n,m > 0

}
n,m > 0

}

n,m > 0
}

L2L2L2 ===
{
anbmcm :

{
anbmcm :

{
anbmcm : n,m > 0

}
n,m > 0

}

n,m > 0
}

kontextfrei, aber

L1 ∩ L2 =
{
anbncn : n > 0

}
L1 ∩ L2 =

{
anbncn : n > 0

}

L1 ∩ L2 =
{
anbncn : n > 0

}
nicht kontextfrei.
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Schnitt aus regulärer und kontextfreier Sprache 1256

L1L1L1 kontextfrei
L2L2L2 regulär

}

=⇒=⇒=⇒ L1 ∩ L2L1 ∩ L2L1 ∩ L2 kontextfrei

Beweis: Sei KKK ein NKA mit L1 = L(K)L1 = L(K)L1 = L(K) und

MMM ein NFA mit L2 = L(M)L2 = L(M)L2 = L(M).

Konstruiere einen NKA K′K′K′ mit L(K′) = L1 ∩ L2L(K′) = L1 ∩ L2L(K′) = L1 ∩ L2.

Idee: definiere K′ = K ⊗MK′ = K ⊗MK′ = K ⊗M als Produkt-NKA

Eingabe www

NKA KKK

NFAMMM

Akzeptanz

Verwurf

Akzeptanz

Verwurf

Akzeptanz

sonst:
Verwurf
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Produkt-NKA aus einem NKA und einem NFA 1261

Sei KKK === (Q1,Σ, Γ, δ1, q0,1,#, F1)(Q1,Σ, Γ, δ1, q0,1,#, F1)(Q1,Σ, Γ, δ1, q0,1,#, F1) ein NKA

MMM === (Q2,Σ, δ2, {q0,2}, F2)(Q2,Σ, δ2, {q0,2}, F2)(Q2,Σ, δ2, {q0,2}, F2) ein NFA

Produkt-NKA K′ = K ⊗MK′ = K ⊗MK′ = K ⊗M:

• Zustandsraum Q = Q1 × Q2Q = Q1 × Q2Q = Q1 × Q2

• Eingabealphabet ΣΣΣ

• Kelleralphabet ΓΓΓ

• Kellerstartsymbol ###

• Anfangszustand 〈q0,1, q0,2〉〈q0,1, q0,2〉〈q0,1, q0,2〉

• Endzustände 〈p1, p2〉〈p1, p2〉〈p1, p2〉 mit p1 ∈ F1p1 ∈ F1p1 ∈ F1 und p2 ∈ F2p2 ∈ F2p2 ∈ F2
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Deterministischer Kellerautomat (DKA) 1281

Ein deterministischer Kellerautomat ist ein NKA

K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F ),

so dass für alle q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q, a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, B ∈ ΓB ∈ ΓB ∈ Γ gilt:
∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ +

∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ +

∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ +

∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

d.h., es gilt für alle q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q, a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, B ∈ ΓB ∈ ΓB ∈ Γ:

1.
∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, a,B)

∣
∣ 6 1

2.
∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

∣
∣ δ(q, ε,B)

∣
∣ 6 1

3. falls δ(q, ε,B) 6= ∅δ(q, ε,B) 6= ∅δ(q, ε,B) 6= ∅, so gilt:

δ(q, a,B) = ∅δ(q, a,B) = ∅δ(q, a,B) = ∅ für alle a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ
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Beispiel: DKA 1310

DKA KKK mit L(K) =
{
anbn : n > 1

}
L(K) =

{
anbn : n > 1

}

L(K) =
{
anbn : n > 1

}

Zustandsraum QQQ === {qa, qb, p}{qa, qb, p}{qa, qb, p}

Eingabealphabet ΣΣΣ === {a, b}{a, b}{a, b}
Kelleralphabet ΓΓΓ === {a,#}{a,#}{a,#}

Anfangszustand qaqaqa
Endzustand ppp

δ(qa, a,#)δ(qa, a,#)δ(qa, a,#) === 〈qa, a#〉〈qa, a#〉〈qa, a#〉

δ(qa, a, a)δ(qa, a, a)δ(qa, a, a) === 〈qa, aa〉〈qa, aa〉〈qa, aa〉

δ(qa, b, a)δ(qa, b, a)δ(qa, b, a) === 〈qb, ε〉〈qb, ε〉〈qb, ε〉

δ(qb, b, a)δ(qb, b, a)δ(qb, b, a) === 〈qb, ε〉〈qb, ε〉〈qb, ε〉

δ(qb, ε,#)δ(qb, ε,#)δ(qb, ε,#) === 〈p,#〉〈p,#〉〈p,#〉

δ(·) = ⊥δ(·) = ⊥δ(·) = ⊥ sonst

Lauf für anbnanbnanbn, wobei n > 1n > 1n > 1:

〈qa, a
nbn,#〉〈qa, a
nbn,#〉〈qa, a
nbn,#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈qa, b

n, an#〉〈qa, b
n, an#〉〈qa, b
n, an#〉 ⊢⊢⊢ 〈qb, b

n−1, an−1#〉〈qb, b
n−1, an−1#〉〈qb, b
n−1, an−1#〉

⊢∗⊢∗⊢∗ 〈qb, ε,#〉〈qb, ε,#〉〈qb, ε,#〉 ⊢⊢⊢ 〈p, ε,#〉〈p, ε,#〉〈p, ε,#〉 akzeptierend
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Deterministisch-kontextfreie Sprachen 1316

Eine Sprache LLL heißt deterministisch-kontextfrei,

falls es einen DKA KKK gibt, so dass LLL === L(K)L(K)L(K).
x



x



x



Akzeptanz über Endzustände
Beispiele:

1.
{
anbn : n > 1

}{
anbn : n > 1

}{
anbn : n > 1

}
deterministisch-kontextfrei

2.
{
anbncm : n,m > 1

}{
anbncm : n,m > 1

}{
anbncm : n,m > 1

}
deterministisch-kontextfrei

3.
{
w $wR : w ∈ {a, b}∗

}{
w $wR : w ∈ {a, b}∗

}{
w $wR : w ∈ {a, b}∗

}
deterministisch-kontextfrei

aber:
{
wwR : w ∈ {a, b}∗

}{
wwR : w ∈ {a, b}∗

}{
wwR : w ∈ {a, b}∗

}
ist nicht

deterministisch-kontextfrei (ohne Beweis)
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Reguläre Sprachen sind DCFL 1336

Jede reguläre Sprache ist deterministisch-kontextfrei.

Beweis. Sei LLL eine reguläre Sprache und

M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F )M = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DFA mit L = L(M)L = L(M)L = L(M).

MMM kann als DKA aufgefasst werden. Genauer:

K = (Q,Σ, {#}, δ′, q0,#, F )K = (Q,Σ, {#}, δ′, q0,#, F )K = (Q,Σ, {#}, δ′, q0,#, F ), wobei

δ′(q, a,#)δ′(q, a,#)δ′(q, a,#) ===

{
〈p,#〉〈p,#〉〈p,#〉 ::: falls δ(q, a) = p ∈ Qδ(q, a) = p ∈ Qδ(q, a) = p ∈ Q

⊥⊥⊥ ::: falls δ(q, a) = ⊥δ(q, a) = ⊥δ(q, a) = ⊥

ist ein DKA mit L(K) = L(M) = LL(K) = L(M) = LL(K) = L(M) = L.
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Abschlusseigenschaften von DCFL 1356

Die Klasse der deterministisch-kontextfreien Sprachen
ist unter Komplement abgeschlossen. (ohne Beweis)

aber nicht unter

• Vereinigung ←−←−←− da L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2
• Durchschnitt ←−←−←− siehe unten

• Konkatenation

• Kleeneabschluss

}

ohne Beweis

L1L1L1 ===
{
anbmcm

{
anbmcm

{
anbmcm : n,m > 0}: n,m > 0}: n,m > 0}

L2L2L2 === {anbncm{anbncm{anbncm : n,m > 0}: n,m > 0}: n,m > 0}

}

deterministisch-
kontextfrei

aber L1 ∩ L2 =
{
anbncn : n > 0}L1 ∩ L2 =

{
anbncn : n > 0}L1 ∩ L2 =

{
anbncn : n > 0} nicht kontextfrei
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Präfixeigenschaft 1401

Sei L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗ eine Sprache. LLL hat die Präfixeigenschaft,
falls für alle xxx , w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗w ∈ Σ∗ gilt:

Ist x ∈ Lx ∈ Lx ∈ L und xxx ein echtes Präfix von www ,
d.h., w = xyw = xyw = xy für ein y ∈ Σ+y ∈ Σ+y ∈ Σ+, so gilt w /∈ Lw /∈ Lw /∈ L.

Beispiele:

1.
{
0n1n : n > 1

}{
0n1n : n > 1

}{
0n1n : n > 1

}
hat die Präfixeigenschaft

2.
{
0n1k : n, k > 0

}
= L( 0∗1∗ )

{
0n1k : n, k > 0

}
= L( 0∗1∗ )

{
0n1k : n, k > 0

}
= L( 0∗1∗ ) hat die

Präfixeigenschaft nicht, da z.B.

00 ∈ L( 0∗1∗ )00 ∈ L( 0∗1∗ )00 ∈ L( 0∗1∗ ) und 001 ∈ L( 0∗1∗ )001 ∈ L( 0∗1∗ )001 ∈ L( 0∗1∗ )
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Die DKA-Sprachen Lε(K)Lε(K)Lε(K) 1421

Für jeden DKA K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#)K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#) ist

Lε(K)Lε(K)Lε(K) ===
{
x ∈ Σ∗ :

{
x ∈ Σ∗ :

{
x ∈ Σ∗ : es gibt ein q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q mit

〈q0, x ,#〉 ⊢
∗ 〈q, ε, ε〉〈q0, x ,#〉 ⊢
∗ 〈q, ε, ε〉〈q0, x ,#〉 ⊢
∗ 〈q, ε, ε〉

}}}

eine Sprache mit der Präfixeigenschaft.

Beweis: Sei x ∈ Lε(K)x ∈ Lε(K)x ∈ Lε(K) und y ∈ Σ+y ∈ Σ+y ∈ Σ+. Dann gilt:

〈q0, x ,#〉〈q0, x ,#〉〈q0, x ,#〉 ⊢∗⊢∗⊢∗ 〈q, ε, ε〉〈q, ε, ε〉〈q, ε, ε〉 für ein q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q
︸ ︷︷ ︸

KKK akzeptiert

〈q0, xy ,#〉〈q0, xy ,#〉〈q0, xy ,#〉 ⊢
∗⊢∗⊢∗ 〈q, y , ε〉〈q, y , ε〉〈q, y , ε〉

︸ ︷︷ ︸

KKK verwirft

←−←−←− xy /∈ Lε(K)xy /∈ Lε(K)xy /∈ Lε(K)
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Alternative Kriterien für die Präfixeigenschaft 1413

Sei L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗ eine Sprache. Folgene Aussagen sind
äquivalent:

(1) LLL hat die Präfixeigenschaft, d.h., für alle
x ,w ∈ Σ∗x ,w ∈ Σ∗x ,w ∈ Σ∗ gilt:

Ist x ∈ Lx ∈ Lx ∈ L und xxx ein echtes Präfix von www ,
so gilt w /∈ Lw /∈ Lw /∈ L.

(2) Für alle x , v ∈ Σ∗x , v ∈ Σ∗x , v ∈ Σ∗ gilt:

Ist x ∈ Lx ∈ Lx ∈ L und vvv ein echtes Präfix von xxx ,
so gilt v /∈ Lv /∈ Lv /∈ L.

(3) Für je zwei Wörter x , y ∈ Lx , y ∈ Lx , y ∈ L mit x 6= yx 6= yx 6= y gilt:

xxx ist kein Präfix von yyy
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Die DKA-Sprachen Lε(K)Lε(K)Lε(K) 1431

Für jeden DKA KKK gilt:

(1) Lε(K)Lε(K)Lε(K) hat die Präfixeigenschaft

(2) Lε(K)Lε(K)Lε(K) ist deterministisch-kontextfrei, d.h.,

Lε(K) = L(K
′)Lε(K) = L(K
′)Lε(K) = L(K
′) für einen DKA K′K′K′.

Beweis von (2): die Transformation

NKA mit
Akzeptanz bei
leerem Keller

   
NKA mit

Akzeptanz über
Endzustände

erhält Determinismus
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Beweis der Aussage ... 1483a

Für jede deterministisch-kontextfreie Sprache LLL mit
der Präfixeigenschaft gibt es einen DKA KKK, so dass

L = Lε(K)L = Lε(K)L = Lε(K).

Sei KFKFKF === (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )(Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )(Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F ) ein DKA mit L = L(KF )L = L(KF )L = L(KF ).x

x

x


Akzeptanz über Endzustände

Da L = L(KF )L = L(KF )L = L(KF ) die Präfixeigenschaft hat, kann o.E.
angenommen werden, dass δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥

für alle p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F , a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, B ∈ ΓB ∈ ΓB ∈ Γ.

Konstruiere nun einen DKA K = KεK = KεK = Kε mit Lε(Kε) = L(KF )Lε(Kε) = L(KF )Lε(Kε) = L(KF )
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Definition des DKA KεKεKε 1491

Sei KFKFKF === (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )(Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )(Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F ) ein DKA, so dass

δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥δ(p, a,B) = δ(p, ε,B) = ⊥ für alle p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F , a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, B ∈ ΓB ∈ ΓB ∈ Γ.

Definiere DKA KεKεKε mit L(KF ) = Lε(Kε)L(KF ) = Lε(Kε)L(KF ) = Lε(Kε) wie folgt:

Kε = (Q ∪ {q′0, qF},Kε = (Q ∪ {q′0, qF},Kε = (Q ∪ {q′0, qF}, Σ,Σ,Σ, Γ ∪ {$},Γ ∪ {$},Γ ∪ {$}, δ′, q′0,#)δ′, q′0,#)δ′, q′0,#)

δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#) === 〈q0,#$〉〈q0,#$〉〈q0,#$〉

δ′(q, a,A)δ′(q, a,A)δ′(q, a,A) === δ(q, a,A)δ(q, a,A)δ(q, a,A) für q ∈ Q \ Fq ∈ Q \ Fq ∈ Q \ F ,
δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A) === δ(q, ε,A)δ(q, ε,A)δ(q, ε,A) a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, A ∈ ΓA ∈ ΓA ∈ Γ

δ′(p, ε,A)δ′(p, ε,A)δ′(p, ε,A) === 〈qF , ε〉〈qF , ε〉〈qF , ε〉 für p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F

δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A) === δ′(qF , ε, $) = 〈qF , ε〉δ′(qF , ε, $) = 〈qF , ε〉δ′(qF , ε, $) = 〈qF , ε〉

δ′(·) = ⊥δ′(·) = ⊥δ′(·) = ⊥ in allen anderen Fällen
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Schrittweise Simulation von KFKFKF durch KεKεKε 1499

DKA KFKFKF

a1a1a1 . . .. . .. . . aiaiai . . .. . .. . . ananan

AkAkAk

...

...

...

A1A1A1Zustand qqq

aktuelle
Konfiguration

〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak〉〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak〉〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak〉

DKA KεKεKε

a1a1a1 . . .. . .. . . aiaiai . . .. . .. . . ananan

$$$

AkAkAk

...

...

...

A1A1A1Zustand qqq

simulierende
Konfiguration

〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak $〉〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak $〉〈q, ai . . . an,A1 . . .Ak $〉
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DKA-Sprachen 1501

kontextfreie Sprachen

L(K)L(K)L(K) oder Lε(K)Lε(K)Lε(K) für einen NKA KKK

deterministisch-kontextfreie Sprachen
L(K)L(K)L(K) für einen DKA KKK

reguläre Sprachen
L(M)L(M)L(M) für einen
NFA/DFAMMM

deterministisch-
kontextfreie

Sprachen mit der
Präfixeigenschaft
Lε(K)Lε(K)Lε(K) für einen

DKA KKK
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Sprachen mit Endemarkierung 1514

Sei L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗L ⊆ Σ∗ eine deterministisch kontextfreie Sprache.
Dann ist die Sprache

L$ =
{
w$ : w ∈ L

}
L$ =

{
w$ : w ∈ L

}

L$ =
{
w$ : w ∈ L

}

deterministisch kontextfrei mit der Präfixeigenschaft.

D.h., es gibt einen DKA KεKεKε mit Lε(Kε) = L$Lε(Kε) = L$Lε(Kε) = L$.

Idee für die Konstruktion von KεKεKε:

KεKεKε simuliert einen DKA KKK für LLL und
leert den Keller, sobald $$$ gelesen wird

und KKK einen Endzustand erreicht hat
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Konstruktion eines DKA für L$L$L$ 1521

Sei K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F )K = (Q,Σ, Γ, δ, q0,#, F ) ein DKA mit L(K) = LL(K) = LL(K) = L.

DKA mit Akzeptanz bei leerem Keller für L$L$L$:

Kε = (Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ
′, q′0,#)Kε = (Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ
′, q′0,#)Kε = (Q ∪ {q′0, qF},Σ, Γ ∪ {$}, δ
′, q′0,#)

δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#)δ′(q′0, ε,#) === 〈q0,#$〉〈q0,#$〉〈q0,#$〉

δ′(q, a,A)δ′(q, a,A)δ′(q, a,A) === δ(q, a,A)δ(q, a,A)δ(q, a,A) δ′(p, $,A)δ′(p, $,A)δ′(p, $,A) === 〈qF ,A〉〈qF ,A〉〈qF ,A〉

δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A)δ′(q, ε,A) === δ(q, ε,A)δ(q, ε,A)δ(q, ε,A) δ′(p, $, $)δ′(p, $, $)δ′(p, $, $) === 〈qF , $〉〈qF , $〉〈qF , $〉

δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A)δ′(qF , ε,A) === δ′(qF , ε, $)δ′(qF , ε, $)δ′(qF , ε, $) === 〈qF , ε〉〈qF , ε〉〈qF , ε〉

für q ∈ Qq ∈ Qq ∈ Q, a ∈ Σa ∈ Σa ∈ Σ, A ∈ ΓA ∈ ΓA ∈ Γ und p ∈ Fp ∈ Fp ∈ F
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DKA-Sprachen Lε(K)Lε(K)Lε(K) und L(K)L(K)L(K) 1621

DKA KεKεKε

Akzeptanz über
leeren Keller

DKA KFKFKF

Akzeptanz über
Endzustände

DKA KFKFKF

Akzeptanz über Endzustände
mit der Präfixeigenschaft

Sprache L$L$L$ für L = L(KF )L = L(KF )L = L(KF )
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