NKA und kontextfreie Sprachen 1250
kontextfreie
Grammatik G

ohne Beweis
%

CFG in Grelbach

Normalform

NKA K. NKA Kr

Akzeptanz uber Akzeptanz uber
leeren Keller Endzustande
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NKA und kontextfreie Sprachen 1252

Fur alle Sprachen L gilt:

L ist kontextfrei
gdw L= L(G) fireine CFG G
gdw L= L(Kg) fir einen NKA Kr
gdw L= L (K.) fir einen NKA K,

gdw L= L(K.) fir einen NKA K,
mit nur einem Zustand
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

1246

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist
abgeschlossen unter

e \ereinigung

e Konkatenation

e Kleeneabschluss

aber nicht unter Durchschnitt und Komplement.

zB. L = {a"b"c¢": n,m>0
L, = {a"b™c™: n,m> 0}

kontextfrei, aber

LiNnl, = {a"b”c” n> 0} nicht kontextfrei.




Schnitt aus regularer und kontextfreier Sprache ..

= L; N L, kontextfrei

L; kontextfrei
L, regular

Beweis: Sei K ein NKA mit Ly = £(K) und
M ein NFA mit L, = L(M).

Konstruiere einen NKA K’ mit £L(K') = L1 N Ly,
|dee: definiere K' = K ® M als Produkt-NKA

NKA K Akzeptanz —

Eingabe w
NP M Akeeptanz — sonst

——  Verwurf Akzeptanz

——>  Verwurf Verwurf
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Produkt-NKA aus einem NKA und einem NFA ..

Sei K = (Qlaza r) 61)q0,1)#) Fl) ein NKA

M = (@, X, 62,{qo2}, F2) ein NFA

Produkt-NKA K' = K ® M:

Zustandsraum Q = @Q; X @

Eingabealphabet X

Kelleralphabet '

Kellerstartsymbol #

Anfangszustand {(qo.1, go.2)

Endzustande {p1, po) mit p € F, und p» € F,

5/21



Deterministischer Kellerautomat (DKA) 12

Ein deterministischer Kellerautomat ist ein NKA
K = (Q,5,T,5,d0, %, F),

sodass firalleg€e Q, ae X, B e gilt:
|5(q,a,B)| + |5(q,e,B)| <1

d.h. esgiltfﬂralleqe Q acX, Bel:
1. |é(q,a,B)| <
2. |6(q,e,B)| < 1
3. falls 6(q, ¢, B) # @, so gilt:
0(q,a,B) =g firalleae ™
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Beispiel: DKA 1310
DKA K mit L(K) = {a"b":n>1}

Zustandsraum @ = {q., g, p}  Anfangszustand q,
Eingabealphabet ¥ = {a, b} Endzustand p
Kelleralphabet I = {a, #}

J(qaa a, #) = <qa7 a#) 6(Qb, b7 a) = <qb) E)
6(qaa a, a) = <q37 aa) 6(Qb, £, #) = (P, #)
0(qa, b,a) = (qp,€) 0(-) =L sonst
Lauf fur a"b", wobei n > 1:
<qa) anbn, #) = <q37 bn) an#) F <qb) bn_l) an—l#)
F* {qp,e,#) F (p,e,#) akzeptierend
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Deterministisch-kontextfreie Sprachen 1316

Eine Sprache L heiBt deterministisch-kontextfrei,
falls es einen DKA K gibt, so dass L = L(K).

Beispiele:

1. {a"b” n> 1} deterministisch-kontextfrei
2. {a"b”c'" :n,m2> 1} deterministisch-kontextfrei
3. {w$wR:we{a b}*} deterministisch-kontextfrei

aber: {wwR:w e {a, b}*} ist nicht
deterministisch-kontextfrei (ohne Beweis)
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Regulare Sprachen sind DCFL 1396

Jede regulare Sprache ist deterministisch-kontextfrei.

Beweis. Sei L eine regulare Sprache und
M =(Q,L%, 4, qo, F) ein DFA mit L = L(M).
M kann als DKA aufgefasst werden. Genauer:
K = (Q,X,{#},, q,#, F), wobei

y [ Ap,#) : fallsé(q,a)=peQ
a2 #) = { 1 falls§(g,a) =L

ist ein DKA mit £L(K) = L(M) = L.

9/21



Abschlusseigenschaften von DCFL 1356

Die Klasse der deterministisch-kontextfreien Sprachen
ist unter Komplement abgeschlossen.  (ohne Beweis)

aber nicht unter

Vereinigung «—dalink = LUL
Durchschnitt

Konkatenation

Kleeneabschluss

L, = {anbm :n,m > 0} deterministisch-
L, = {a"b" :n,m > 0} kontextfrei

aber LiNLlL = {a”b” : n > 0} nicht kontextfrei
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Prafixeigenschaft w01

falls fur alle x, w € X* gilt:

Ist x € L und x ein echtes Prafix von w,
dh, w=xy fireiny € Xt sogilt w ¢ L.

Sei L C ¥* eine Sprache. L hat die Prafixeigenschaft,

Beispiele:
1. {0"1" :n> 1} hat die Prafixeigenschaft

2. {0"k:nk>0} = £(0*1*) hat die
Prafixeigenschaft nicht, da z.B.

00 € £(0*1*) und 001 € £(0*1%)
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Die DKA-Sprachen L.(K)

Fiir jeden DKA K = (Q, X, T, 6, qo, #) ist
L(K) = {x€X*: esgibteinge Q mit
<q0ax7 #) H* (q1 &, 6) }

eine Sprache mit der Prafixeigenschaft.

Beweis: Sei x € L(K) und y € ¥, Dann gilt:

(qo,xa #) H* (q1 &, 6) fur ein q € Q
——
K akzeptiert

(qo,xy,#) F* (aq,y,e) <«—| xy ¢ LK)
N——

K verwirft
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Alternative Kriterien fuir die Prafixeigenschaft ..

Sei L C X* eine Sprache. Folgene Aussagen sind
aquivalent:

(1) L hat die Prafixeigenschaft, d.h., fir alle
x,w € 2* gilt:

Ist x € L und x ein echtes Prafix von w,
so gilt w ¢ L.

(2) Fur alle x,v € X* gilt:
Ist x € L und v ein echtes Prafix von x,
so gilt v ¢ L.

(3) Fiir je zwei Worter x,y € L mit x # y gilt:
x ist kein Prafix von y
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Die DKA-Sprachen £L.(K) v

Fir jeden DKA K gilt:

(1) L<(K) hat die Prafixeigenschaft

(2) L:(K) ist deterministisch-kontextfrei, d.h.,
L(K) = L(K') fur einen DKA K.

Beweis von (2): die Transformation

NKA mit NKA mit
Akzeptanz bei ~*  Akzeptanz uber
leerem Keller Endzustande

erhalt Determinismus
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Beweis der Aussage ... 145

Fir jede deterministisch-kontextfreie Sprache L mit
der Prafixeigenschaft gibt es einen DKA K, so dass

L= L(K).

Sei Kr = (Q,%,T,4, qo, #, F) ein DKA mit L = L(KF).

Da L = L(KF) die Prafixeigenschaft hat, kann o.E.
angenommen werden, dass d(p, a, B) = é(p,&,B) = L
furallepe F,ae X, BeT.

Konstruiere nun einen DKA K = K. mit L.(K.) = L(KE)
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Definition des DKA K. o

Sei Kr = (Q,%,T,06, qo, #, F) ein DKA, so dass
o(p,a,B) =0(p,e,B) =1 firallepe F,ae X, Bel.

Definiere DKA K, mit L(Kg) = L.(K.) wie folgt:
Ke = (QU{ap, ar}, T, TU{$}, &, g0, #)

'(q,a,A)
0'(q,¢,A)
&'(p, e, A)
0'(qr, €, A)

5,(q6a &, #) =

(90, #9)

4(q, a, A) firge Q\ F,
0(q,¢, A) aeX Aerl
(gF,€) furpe F

Jl(qFa &, $) = (qF, 6)

0'(-) = L in allen anderen Fallen
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Schrittweise Simulation von g durch K. e

DKA Kr
al---laj|---lan
Zustand q > Ay

Ax
aktuelle

Konfiguration

(q,a,-...a,,,Al...Ak)

DKA K.
al---lajl|---lan
Zustand g A

Ak
$

simulierende
Konfiguration

(q,ai...an,A1... Ac$)
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DKA-Sprachen 1501

f kontextfreie Sprachen R
L(K) oder L.(K) fir einen NKA K
4 )
deterministisch-kontextfreie Sprachen
L(K) fir einen DKA K
( deterministisch- h
- kontextfreie
regulare Sprachen Sprachen mit der
L(M) fiir einen : Prafixeigenschaft
NFA/DFA M i LK) fur einen
L L DKA K j)
1\ _J
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Sprachen mit Endemarkierung 1514

Sei L C ¥* eine deterministisch kontextfreie Sprache.
Dann ist die Sprache

L$ = {w$:w€L}

deterministisch kontextfrei mit der Prafixeigenschaft.

D.h., es gibt einen DKA K. mit L.(K.) = LS.

Idee fur die Konstruktion von K,:
K. simuliert einen DKA K fur L und

leert den Keller, sobald $ gelesen wird
und KC einen Endzustand erreicht hat
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Konstruktion eines DKA fur L$

Sei K=(Q,%,T,0, qo,#, F) ein DKA mit £(K) = L.
DKA mit Akzeptanz bei leerem Keller fur L$:
K:e = (Q U {q(lja QF}, z) ru {$}1 6,7 q(,)7 #)

(g0, €, #) = (qo, #9)

&(q,2,A) =4(q,3,4)  &(p,$,A) = (qr,A)

&(q,e,A) = d(q,6,4)  &(p,$,%) = (qr,$)
8(qr,e,A) = (qr,&,9) = (qr,€)

firqe Q, aex, AeclTundpeF
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DKA-Sprachen £,(K) und £(K) -
Sprache L$ fiir L = L(KCF)

N

DKA K. ( DKA g
Akzeptanz uber Akzeptanz uber
leeren Keller Endzustande

DKA g

Akzeptanz uber Endzustande
mit der Prafixeigenschaft
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