Sprachen vom Typ O und Typ 1

In den letzten beiden Kapiteln haben wir uns ausfuhrlichdait beiden unteren Ebenen (Typ
3 und Typ 2) der Chomsky-Hierarchie befasst. Bevor wir deteer Teil zu formalen Sprachen
und Automaten beenden erwé&hnen wir hier kurz einige Ergsbrau Automatenmodellen, Ab-
schlusseigenschaften und algorithmischen Fragesteiufig die Sprachenklassen der beiden
oberen Ebenen der Chomsky-Hierarchie (Typ O und Typ 1).

Das zur Klasse der Sprachen vom Typ 0 gehdrende Automatesihsatt Turingmaschinen
Diese werden ausfuhrlich im Modul “Theoretische Inforrkathd Logik” besprochen. Sie be-
stehen aus einer endlichen Kontrolle und nutzen ein unbésktes Band als Eingabemedium
und Arbeitsspeicher. Auf die Zellen des Bandes kann sedligitber einen Lese-/Schreibkopf
zugegriffen werden. Hierin liegt der wesentliche Unteredlzu Kellerautomaten, bei denen die
Zugriffe auf den Keller nur mittels der tblichen Kelleropgonen push und pop zul&assig sind.
Das Modell von Turingmaschinen ist nicht nur im Kontext faler Sprachen von Bedeutung,
sondern liefert zugleich ein universelles Rechnermoaelches zu modernen Rechnern hin-
sichtlich der Berechenbarkeit &quivalent ist. Der Prersdién Zugewinn an Ausdrucksstarke
verglichen mit Kellerautomaten ist jedoch hoch. Alle ie&santen algorithmischen Fragestel-
lungen (darunter das Wort-, Leerheits- und Aquivalenzienobu.v.m.) sind fur Turingmaschi-
nen unentscheidbar, d.h., nicht algorithmisch l6sbar.

Das zu kontextsensitiven Sprachen gehérende Automategihsaat linear beschrankte Auto-
maten(LBA), eine Variante von Turingmaschinen, die fur die Beanbng eines Eingabeworts
im Wesentlichen nur diejenigen Bandzellen, in denen irgfilaEingabezeichen steht, benutzen
kénnen. Fur festes Eingabewort sind also die relevanteBdlen a-priori festgelegt. Dies
ermdglicht den Entwurf von Algorithmen, um das Wortproblgmkontextsensitive Sprachen
zu l6sen.

Wahrend die nichtdeterministische und deterministisdmégvite von Turingmaschinen aquiva-
lent sind, ist die entsprechende Frage fur LBA noch ungeldistKlasse der kontextsensitiven
Sprachen ist — wie die Klasse der regularen Sprachen — uetefldf wichtigsten Komposi-
tionsoperatoren Vereinigung, Schnitt, Komplement, Kaakation und Kleeneabschluss abge-
schlossen. Die Klasse der Sprachen vom Typ 0O ist abgesehlasger Vereinigung, Schnitt,
Konkatenation und Kleeneabschluss, jedoch nicht unterg{ement.
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2. Teil: Aussagenlogik

Die Logik ist eine sehr alte Wissenschaftsdisziplin, dehgnit der Lehre vom verninftigen
Schlussfolgern (“Beweisen”) befasst. Klassische Probtettungen der Logik sind die Fra-
ge nach Formalisierungen schliissigen Denkens, oder nagki®8egeln, welche maschinell
realisierbar sind. Tief verwurzelt in der Informatik spidle Logik in vielen Teilgebieten der
Informatik traditionell eine zentrale Rolle. Beispieledidie Logiksynthese der technischen
Informatik, maschinelle Beweiser, die in der kinstlichatelligenz oder Robotik eingesetzt
werden, logische Kalkile beruhend auf Vor- und Nachbediggu fir sequentielle Program-
me (z.B. Hoare Logik), modale und temporale Logiken, dieSpezifikation und Verifikation
von parallelen Systemen dienen, sowie deduktive Daterdrankler Logikprogrammierspra-
chen wie PROLOG oder DATALOG.

4 Aussagenlogik

In dieser Vorlesung befassen wir uns nur mit der Aussagéanldgotz ihrer sehr einfachen

Struktur spielt die Aussagenlogik eine wichtige Rolle im ddormatik und anderen Wissen-
schaftsdisziplinen. Zugleich bildet die Aussagenlogik @aundgerust reichhaltigerer Logiken
wie der Pradikatenlogik, das es erlaubt Uber Relationesdwvein Objekten oder den Eigen-
schaften der Individuen einer Objektmenge zu sprechen.

4.1 Grundbegriffe der Aussagenlogik

Aussagenlogische Konzepte sind bereits aus mehrereneamdlerlesungen bekannt. So sind
z.B. Boolesche Ausdriicke, wie sie als Schleifenabbrutdrknim in imperativen Programmier-
sprachen vorkommen kénnen, aussagenlogische FormelmuBider technischen Informatik
bekannten Schaltnetze sind graphische Darstellungemgers®gischer Formeln und Schalt-
funktionen deren Semantik.

In diesem Abschnitt gehen wir auf die formale Syntax und Sgikaussagenlogischer Formeln
und zugehorigen Grundbegriffen sowie Normalformen eir DIgenden Abschnitte befassen
sich dann mit dem Sonderfall von Hornformeln, denen in degikjgrogrammierung eine zen-

trale Rolle zukommt, und algorithmischen Fragestellungen

4.1.1 Syntax und Semantik

Die Grundbausteine aussagenlogischer Formeln sind atofassagensymbole, die je nach

Kontext wahr oder falsch sein kénnen und durch logische @pezn wie “und”, “oder”, “nicht”
zu komplexen Aussagen verkntipft werden kénnen.

Syntax der Aussagenlogik. Im Folgenden bezeichn&P eine nicht-leere Menge von paarwei-
se verschiedenen Booleschen Variablen, die in diesem KbAtessagensymboleder Atome

oderatomare Formelmenannt werden. Die AbkurzugP steht fur die englische Bezeichnung
“atomic propositions”. Intuitiv stehen die Aussagensymeldar Aussagen, die entweder wahr
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oder falsch (aber nicht beides) sein kdnnen. Beispiel@igisnen sie die intuitive Bedeutung
“Programmvariablé& hat den aktuellen Wert 5” oder “NFA( befindet sich in Zustang” ha-
ben. Zur Bildung komplexer Aussagen verwenden wir die Bexien Operatoren (Negation)
und /A (Konjunktion, das logische “und”), aus denen alle anderenl&chen Verknipfer wie
u.a.V (Disjunktion, das logische “oder”);> (Implikation), ++ (Aquivalenz) herleitbar sind.

Wir verwenden hier meist Kleinbuchstaben am Ende des Algisabiex,y,z als Aussagen-
symbole, also Elemente véP, und griechische Buchstaben am Anfang des Alphabgisy, ...
fur aussagenlogische Formeln.

Zur Angabe der Syntax aussagenlogischer Formeln verfatirgihnlich wie fur regulare Aus-
driicke (Abschnitt 2.3). Wir geben zunéachst eine induktiedimition aussagenlogischer For-
meln und dann die abstrakte Syntax in BNF-&hnlicher Natedio. Die Menge aller aussagen-
logischen Formeln GbekP ist induktiv durch folgende vier Regeln definiert.

1. trueist eine aussagenlogische Formel GAer
2. Jedes Aussagensymbot AP ist eine aussagenlogische Formel GREY

3. Sindx und B aussagenlogische Formeln tUb&P, dann sind aucti—«) und (A )
aussagenlogische Formeln Ug?.

4. Nichts sonst ist eine aussagenlogische Formel APer

Unterstellt man die Regeln fir das Setzen von Klammern dlss&erstandlichkeit, so kann
obige induktive Definition in kompakter Form in BNF-ahnlestNotation geschrieben werden
(abstrakte Syntax), wobed und 3 als Metasymbole fir Formeln undals Metasymbol fiir die
Atome inAP fungieren.

X n= true‘x ‘ - ‘ oa/\f3

Abgeleitete Operatoren. Neben dem Verzicht auf tiberflissige Klammern sind verehd@ae
de Schreibweisen, die sich durch die Verwendung zusa&liiimbole ergeben, tblich. Diese
werden aus der Konstantéme und den beiden Basisoperator&mnd— hergeleitet. Die wich-
tigsten abgeleiteten Operatoren sind:

false = —true

VB E —(—aA—B) (Disjunktion)
x—p = —aVp (Implikation)
xo B Z (aAB)V(—aA—B) (Aquivalenz)

Prioritatsregeln zur Vermeidung von Klammern. Zur Einsparung von Klammern treffen
wir die Vereinbarung, dass die Negation am starksten bjldetn die Operatorefy, V, — und
> (in dieser Reihenfolge). Z.B. stehtx Ay \V z fur ((—x) Ay) V zoderx Ay <> -yVz
far (x \y) < ((—y)Vz).
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Semantik der Aussagenlogik. Bis hier haben wir nur syntaktische Konstrukte der Aussagen
logik behandelt. Die Interpretation der Konstantare als eine Aussage, die immer wahr ist,
oder der Symbole- und /\ als Negation bzw. Konjunktion wird erst durch die Angabeeein
entsprechenden Semantik gerechtfertigt. Ebenso ist aenfachung von Formeln durch be-
kannte “Gesetze” (etwa doppelte Verneinungo ~ o) oder der Ubergang zu Normalformen
erst auf semantischer Ebene sinnvoll, auf der den Symbelelnatjik eine Bedeutung zugewie-
sen wird. Intuitiv stehen die Atome AP fir Aussagen, die je nach Kontext wahr oder falsch
sein konnen. Der Kontext wird durch eine Abbildung formialis die jedem Aussagensymbol
einen Wahrheitswert O (“falsch”) oder 1 (*wahr”) zuordnet.

Definition 4.1 (Belegung, Interpretation, Wahrheitswert ener Formel). Einelnterpretation
oderBelegundr die Aussagenmeng¥éP ist eine Abbildung I AP— {0, 1}. Die Belegungen fir
AP ={x1,...,xn} geben wir oftmals in der Forfix; = by,...,xn = by oderx}, =by, ..., x}, =
bn an und meinen damit die Abbildung {x1,...,xn} — {0, 1}, deren Funktionswerte durch
I(xi) =bj, i =1,...n, gegeben sind. Der durch eine Belegung | induzierte Watsihert
o! €{0,1} fur gegebene aussagenlogische Forméiber AP ist durch strukturelle Induktion

definiert, siehe Abbildung 28. ]
true £ 1
x! £ 1(x)
1 : fallsa! =0
() 1-a { 0 : sonst
. 1 : fallsa! =1undp'=1
| def I pll
(«AB) = min{od B} = { 0 : sonst

Abbildung 28: Definition der Wahrheitswerte aussagenldtes Formeln unter Belegung |

Die formale Definition entspricht genau der intuitiven Betleng des Negations- und Konjunk-
tionsoperators. Dies kann man sich klarmachen, indemWeatetafelrbetrachtet und die oben
angegebene Definition vaxl einsetzt.

o | (~e) o | B | (xAB)
0 1 0|0 0
1 0 0|1 0
10 0
1|1 1

Fur die abgeleiteten Operatoren ergibt sich die erwartetea®tik, siehe Abbildung 29.

Offenbar spielen fiir den Wahrheitswert nur die Werte (x) = x' der in « vorkommenden
Atomex € AP eine Rolle. Fiir festea geniigt es daher, die Werté der in « vorkommenden
Atome vorzugeben, um den Wahrheitswert woanter | zu bestimmen.

Wir betrachten die Formet = (x\Vy) A (—xV —z). Die Wahrheitswerte vorx unter den acht
moglichen Belegungen fiit,y,z ergeben sich aus folgender Wertetafel:
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falsé =0

: I — | _
(Vp) = maxdal,p'l = {é fsa(lJllr?Sc;c —1oderp' =1
1 : falls! <p!
G {O . sonst
1 : fallsa! =p'
(o p) = {O : sonst

Abbildung 29: Semantik einiger abgeleiteter Operatoren

(xVy) | (—xV—z)!
0 1

®
<
N
S

PRPRRPPLOOOO
PP OORERLR OO
PORPRORORO
PR RPRRPRRLERO
ORORRPRER
OrRrORRLRRELROO

Erfullende Belegung, Modell. Fallsx' = 1, so nennen wir | einerfiillende Belegungder
ein Modellfur «. Z.B. ist1 = [x =1,y = 0,z = 0] ein Modell fur (xVy) A (—xV —z), jedoch

ist I nicht erfillend fur(x Ay) V (—x /A —z). Wir verwenden oftmals lassige Sprechweisen wie
“« ist falsch unter I”, fallsx! = 0. Entsprechend machen wir von Formulierungen der Asiist
unter | wahr” oder & ist unter | erfiillt” Gebrauch, falls | ein Modell fiik ist.

Definition 4.2 (Erfullbarkeit, Giltigkeit). Sei« eine aussagenlogische Formel UBé&. «
hei3terflllbar, wenn es eine erflillende Belegung firgibt, also wenn eine Belegungftr
die in « vorkommenden Atome existiert, so dass= 1, Formelx heiRtunerfiillbar, falls «
nicht erfillbar ist, also wenn' = 0 fiir alle Belegungen |, Formed wird Tautologieodergiiltig
genannt, wenrx' = 1 fur alle Belegungen |I. [ ]

Beispielsweise sindk = (xVy) A—(—y — x) oder 3 = x +» —x unerfullbar. Das forma-

le Argument fiir die Unerflllbarkeit vo ist, dass unter jeder Belegung | die atomare For-
melx und deren Negatx unterschiedliche Wahrheitswerte haben, alse (—x)' und somit

B! = (x + —x)! = 0. Zum Nachweis der Unerfiillbarkeit van betrachten wir eine beliebige
Interpretation | und zeigen, dassunter | falsch ist.

e Fallsx' =1, soist(—y — x)' = 1 und somit-(—y — x)! =0 und daher' = 0.

e Wirnehmen nun' =0 an. Fallyy' =0, soist(xVy)' =0 und somitx' = 0. Fallsy' =1,
so ist(—y — x)! = (—y Vx)' = 1 und somit-(—y — x)! = 0. Wir erhalten ebenfalls
|
« =0.
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Die Formely = xV —(x/\y) ist eine Tautologie. Dies folgt aus der Tatsache, dass jetie B
gung | fiirx undy entweder erfiillend fur die linke Teilformelist (namlich dann, weng' = 1)
oder ein Modell der rechten Teilformelx Ay) ist (namlich dann, weng' = 0).

Die Formelno =x\ —y undp = xA—y sind erfilllbar (dax' = B! = 1 firx' =1 undy' =0),
aber nicht giiltig (dax' = ' =0 fiirx' =0 undy' = 1).

Wir fassen zusammen. Der Nachweis der Erftllbarkeit odehtNGlltigkeit kann durch Anga-
be eines Modells bzw. einer nicht-erfullenden Belegunglgein. Hingegen erfordert der Nach-
weis der Unerflllbarkeit oder Gultigkeit die Betrachturigm@lnterpretationen, fur die dann zu
zeigen ist, dass die betreffende Formel stets falsch (Ulleafkeit) bzw. stets wahr (Gultigkeit)
ist. Weitere Beweisoptionen fir den Nachweis der Uneréilbit bzw. Gultigkeit ergeben sich
durch die semantischen Begriffe der Aquivalenz von Forroeler der logischen Konsequenz.
Darauf gehen wir spater ein. Zunachst stellen wir folgenoféensichtlichen Zusammenhang
zwischen Gultigkeit und Unerfiillbarkeit fest:

« ist unerfillbar gdw «' =0 fiir alle Belegungen |
gdw (—«)' =1 fir alle Belegungen |
gdw —aist gultig
Beispiel 4.3 (n-Damen-Problem).Dasn-Damen-Problem fragt nach einer Platzierung won
Damen auf einemm xn-Schachbrett, so dass sich sich die Damen nicht gegenbedigphen.
Abweichend von der sonst tUblichen Nummerierung der FeldesrdBuchstaben und Zahlen

denken wir uns das Schachbrett alsn-Matrix und verwenden Nummern 1,.n fur die
Zeilen und Spalten.

% X > maogliche Losung flin = 5:
3 X je eine Dame in den Feldern
4 X (112)1 (2a5)! (313)1 (4!1)! (514)
5 X

12345

Das Ziel ist nun eine aussagenlogische Formelanzugeben, deren Modelle genau den L6-
sungen, also den legitimen Plazierungend&amen, entsprechen. Hierzu verwenden wir die
Aussagensymbolg;; fir 1 <1i,j <n mit der intuitiven Bedeutung, dass; fir die Aussage
“auf Feld (i,j) befindet sich eine Dame” steht. Die Forneg] codiert nun die Eigenschaften,
dass in jeder Zeile eine Dame steht (damit ist sicherggstielss tatsachlich Damen plaziert
werden) und dass keine Dame auf einem Feld steht, das durehaedere Dame in einem
Spielzug erreichbar ist!

n = /\ v Xi,j /\ /\ (Xi,j — /\ Xk 0 )
I<isnlgj<n 1<ij<n (k,)eH(i)
in jeder Zeilei steht die Damen bedrohen sich
wenigstens eine Dame sich nicht gegenseitig

Lwir verwenden hier mehrstellige Konjunktions- und Disjtinksoperatoren. Diese kénnen durch beliebige
Klammerung auf den zweistelligen Fall zurlickgefuhrt wexdeine formale Rechtfertigung hierfir wird spater
durch die Aquivalenzgesetze (Assoziativitat und Kommuitit) fiir Konjunktionen und Disjunktionen gegeben.
Siehe Abbildung 30.
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Fiir jedes Feldi,j) definieren wir die Mengéi(i,j) als diejenige Teilmenge vofi, ... n}?,

die genau aus solchen Feld€ig () besteht, die von einer Dame in Féldj) erreichbar sind.
Es gilt also(k,{) € H(1,j) genau dann, wenn sich Damen an den Feldpositiéhénund (k,{)
gegenseitig bedrohen:

H{i,j) = {(1,0):1<i<n, (#j} U
{(kj):1<k<n, k#i} U
(k0 :1<ke<n, (k)£ (Lj), k—C=i—j} U
(0 : 1<k <, (k) # (L), k+l=i+j)

Die erfillenden Belegungen vay, stehen dann fiir die Lé6sungen de©amen-Problems. Ins-
besondere isk,, genau dann erflllbar, wenn dasDamen-Problem |6sbar ist. Z.B. entspricht
die oben angegebenéiing des 5-Damen-Problems mit je einer Dame in den Felde@),
(2,5), (3,3), (4,1) und(5,4) der Interpretation I, die durch

X]o=Xb5=xX53=X}, =x5,4=1 und xj , = O fir alle anderen Felder

gegeben ist. Man kann sich nun davon tberzeugen, dassdhhlidséein Modell firos ist. =
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