Erfiillbarkeit, Gultigkeit, Aquivalenz, Folgerung ..

Seien a, [ aussagenlogische Formeln.

a heiBt erfullbar,
falls o' = 1 fiir wenigstens eine Belegung I.

a heiBt giltig oder Tautologie,
falls of =1 fiir alle Belegungen 1.

a und B heiBen aquivalent, i.Z. a = f,
falls of = S fiir alle Belegungen 1.

a heiBt logische Folgerung von 8, i.Z. B I+ «a,
falls o' > A fiir alle Belegungen 1.
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Streichholzspiel

Spieler A Spieler B
n Streichholzer

e Spieler ziehen abwechselnd, beginnend mit Spieler A
e pro Spielzug: entferne 1 oder 2 Streichholzer

o Verlierer ist, wer das letzte Streichholz entfernt

gesucht: Gewinnstrategie fiir Spieler A (falls existent)

verwende Aussagensymbole xq, x2, X3, . . .

X, = ‘es gibt eine Gewinnstrategie fiir n Streichholzer”
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Streichholzspiel

Spieler A Spieler B
n Streichholzer

e Spieler ziehen abwechselnd, beginnend mit Spieler A
e pro Spielzug: entferne 1 oder 2 Streichholzer

o Verlierer ist, wer das letzte Streichholz entfernt

Spieler A hat Gewinnstrategie genau dann, wenn

2 A xo AN (e X1 Vxi) I ox,
3<i<n
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Streichholzspiel

a, = wAxa A A (X X1V xo)
3<i<n

Spieler A hat

Gewinnstrategie &S aplkx, & nmod3 # 1
fur n Streichholzer

a3 = x3Ax2 A (X3(—)—IX2V—IX1) I+ X3

o a3 A (x4 vgV-x) IF-ox

as = as A (e xV-x) IF xs

Gewinnstrategie fiir n Streichholzer mit nmod3 # 1:
entferne i € {1,2} Streichhdlzer, so dass n—imod3 = 1
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Richtig oder falsch ?

XA ((-xVz)ey) Ik y
richtig. Sei I ein Modell fiir =x A ((=x V z) <> y).

xI=0

(xV2)ey)=1 }=> L=(xva) =y

xA-y IF (xVy)A(—xV-y)
richtig, da stets gilt:
xA-y I (xV..)A(...Vy)
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Richtig oder falsch ?

xA(x—=>y)A-y Ik false

richtig, da x A (x — y) Ay unerfiillbar

fur jede Formel a gilt:
a unerfillbar  gdw « IF false
gdw a IF g fir jede Formel 8
gdw a = false

gdw -a ist gultig
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Folgerungsrelation und Unerfullbarkeit

Fir jede Formelmenge § und Formel a gilt:

SIFa gdw FU{-a} ist unerfiillbar

Fur endliche Formelmengen gilt:
{ﬂl)"';ﬂn} IF o
gdw {,81, ey By —-a} ist unerfullbar

gdw  BiA...A B, A-a ist unerfillbar
gdw  SBiA...AB,— a st giltig
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Folgerungsrelation I-

Fir alle Formeln a, 3 gilt:

BIFa gdw [ — a istglltig
gdw [ — a = true

gdw B A -« unerfiillbar
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Aquivalenz =

266

Fir alle Formeln a, 3 gilt:

a=/

gdw
gdw
gdw

a <> [ ist giltig
alF g und B IF «
a @ [ unerfillbar

Paritatsoperator @ (XOR)

def

a®B E (@A-A)V(~arp) = (a6 p)
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Algorithmische Problemstellungen

Erfillbarkeitsproblem (SAT “satisfiability problem™)
e gegeben: aussagenlogische Formel o

e gefragt: ist a erfullbar ?

Giiltigkeitsproblem  (VALID “validity problem™)

e gegeben: aussagenlogische Formel o

o gefragt: ist a glltig ?

Folgerungsproblem

e gegeben: aussagenlogische Formeln a und
o gefragt: giltf IF a?
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Algorithmische Probleme fiir Aussagenlogik

Erfillbarkeitsproblem (SAT “satisfiability problem™)
Gultigkeitsproblem (VALID “validity problem™)
Folgerungsproblem

Aquivalenzproblem
e gegeben: aussagenlogische Formeln a und f3
o gefragt: gilta =7

naive Losung: Inspektion der Wertetafeln
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Folgerungsproblem via SAT

Eingabe fir das Folgerungsproblem:
zwei Formeln a und f3

|

Eingabe fur Erfillbarkeitsproblem: Formel 8 A ~«

|

SAT-Beweiser
“ist B A na erfillbar ?”

nein, B A -« unerfullbar ja, B A\~ erfillbar

! !

ja, B Ik« nein, B IF «
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Model Checking Problem fiir die Aussagenlogik ..

gegeben: aussagenlogische Formel «,
Belegung I

gefragt:  ist I ein Modell fiir o, d.h., ista' =1 ?

Evaluierungsalgorithmus:
1. erstelle den Syntaxbaum fir

2. bewerte die Knoten des Syntaxbaums gemaB I
in Bottom-up-Manier

3. prife, ob die Wurzel des Syntaxbaums mit 1
(“wahr") bewertet wurde
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Beispiel: Evaluierungsalgorithmus
Formela = (—x A=(yAz)) V —(-y A x)

Belegung I mit x! =0, y'=1,21=1 ~ ol =1
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Syntaxbaum = Schaltnetz

341

Formela = (—~x V(yAz))A -z

nicht-atomare ~ innerer ~ Gatter im

Teilformel Knoten Schaltnetz |
(A) &
V) >1
==
o W S
X y z z )|< ‘
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