Hornklausel

Hornklausel: Klausel mit hochstens einem positiven Literal

drei Arten von Hornklauseln:

mindestens ein negatives Literal
und genau ein positives Literal

XQN...ANXp—=>y = xqV...Vx,Vy

kein negatives Literal und genau ein positives Literal
(positive Einheitsklausel)

true ->x = x
kein positives Literal

XQAN...ANxpy— false = —-x3V...V-xy,



Hornformel "

Hornformel: KNF-Formel bestehend aus Hornklauseln

Beispiele:
(xVayVv-z) Ay A (-zV-w)
= (yAz—x) A (true > y) A (z A\ w — false)

KNF-Formeln bestehend aus Fakten, z.B.
x ANy = (true = x) A (true = y)

KNF-Formel bestehend aus der leeren (Ziel-)Klausel

LI = true = false = false
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Hornformeln in der Logikprogrammierung 2

Logikprogramm P
Menge von Fakten und Regeln

Hornformel ap

Benutzeranfrage: “folgt Aussage 3 logisch aus P ?"

Rickfuhrung auf Unerfillbarkeitstest:
aplF 3 gdw ap A B unerfiillbar

.

falls B=x3 A ...\ Xp: Zielklausel =x3 V ...V 2y,
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Beispiel: Chemielabor

vorhandene Stoffe: MgO, H,, Oy, C

durchfuhrbare Reaktionen:

MgO + H, — Mg+H0
C+ O, — CO,
H,O + CO;, — H,CO;3

Frage: ist HoCOj3 in dem Labor herstellbar ?

stelle die Ausgangssituation durch eine Hornformel o dar
und priife ob a I Hy,CO3

Unerfillbarkeitstest fiir &« A =HyCO3
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Hornformel fur das Chemielabor

37A

vorhandene Stoffe: MgO, Hy, Oy, C <— Fakten
durchfuhrbare Reaktionen:

MgO + H, — Mg+ Hy0
C+ 0, — CO, +— Regeln
H,O + CO, — H»CO;3

Hornformel o fir die Ausgangssituation
MgO A H, A O, A CA
(MgO AHy; — Mg) A (MgO AHy — H0) A
(CA Oy — CO2) A (H20 A COy; — HaCOs)

Prife nun, ob a A =HyCOj3 unerfiillbar ist.
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Markierungsalgorithmus fir HORN-SAT

Markiere alle Aussagensymbole x, die als Fakten
in & vorkommen.

REPEAT
IF es gibt eine Zielklausel x3 A ... A xp, — false
so dass xi, ..., X, markiert sind
THEN return “nein” FI

IF es gibt eine Regel x3 A ... A xp, = y, so dass
X1, ..., Xm markiert sind und y nicht markiert ist
THEN markiere y FI

UNTIL keine Veranderungen in der letzten lteration
Gib “ja" aus.
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Korrektheit des Markierungsalgorithmus

Behauptung:

1. Wenn der Markierungsalgorithmus mit der Antwort
“nein” anhalt, dann ist a unerfullbar.

2. Wenn der Markierungsalgorithmus mit der Antwort

ja" anhalt, dann ist a erfillbar.

In diesem Fall ist die Belegung I mit
i 1 : x ist nach Terminierung markiert
X =
0 : sonst

das kleinste Modell fiir ¢, d.h., o' =1 und
fiir jedes Modell J und alle Atome x gilt: x' < x?



Beispiel: kleinstes Modell

a = s ANt AN uA
(sAt—=>w) A (sAt—=x) A
(vAu—=y) AN (xAy—2z) A (z— false)

kleinstes Modell fur a:

I

sl=tl=l=uwl=xI=1 Vi=yl=2z1=0

vorhandene Grundstoffe: MgO, Hy, O,, aber nicht C

s = MgO w = Mg durch Reaktionen
t = H, x = H,0 herstellbare Stoffe

L\: z 82 ;’ Z IC-:ISC203 } nicht herstellbar
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Existenz kleinster Modelle o

Wir haben gesehen:

Jede erfullbare Hornformel besitzt ein kleinstes Modell.

Gibt es zu jeder erfiillbaren aussagenlogischen Formel o
ein kleinstes Modell ?

Antwort: nein, z.B. hat @ = x V y kein kleinstes Modell
[x=0, y=0] ist kein Modell fiir o
[x=1, y=0]
[x=0, y=1]

[x=1, y=1] Modell fiir , aber nicht minimal

} unvergleichbare Modelle fur a



Keine negativen Schliisse aus definiten Formeln ..

al}‘ X

Ist « eine definite Hornformel und x ein Atom, so gilt:

Beweis: Angenommen a IF —x
Dann ist a A =—x unerfillbar.

Alsoist a A x unerfullbar.

Andererseits sind definite Hornformeln stets erfullbar.
Widerspruch !!!
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Naiver SAT-Beweiser

analysiere den Entscheidungsbaum der Eingabeformel a

zB. a = xA(eV-x)

Belegungen = Pfade von der Wurzel zu den Blattern

Beschriftungen der Blatter = Wabhrheitswerte von «
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Rekursiver Algorithmus Sat(a, i)

verwendet globale Boolesche Variablen by, by, ..., b,

IF i = n THEN
berechne ¢ := o fiir I = [xy=b1, xo=by, . . ., x4=b,);
return ¢
ELSE
bi+1:=0;
IF Sat(a,i+1) THEN returnl FI
b1 :=1;
IF Sat(a,i+1) THEN return 1 ELSE return 0 FI
FI

1 = “true’ 0 = “false
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KNF-SAT-Beweiser

Eingabe: KNF-Formel «
Frage: ist a erfullbar ?

ist zugleich als SAT-Beweiser einsetzbar

aussagenlogische
Formel

KNF-Formel «
mit a = 3

KNF-SAT-Beweiser

13/15



Einfache Sonderfalle von KNF-SAT

Falls jede Klausel von @ wenigstens ein
positives Literal enthalt, dann ist « erfullbar.

erfullende Belegung fur a:
x! =1 fiir alle Aussagensymbole x

Falls jede Klausel von a@ wenigstens ein
negatives Literal enthalt, dann ist a erfillbar.

erfillende Belegung fur a:
x!' =0 fiir alle Aussagensymbole x
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Einfache Sonderfalle von KNF-SAT

hinreichende syntaktische Kriterien fur die
Erfullbarkeit einer KNF-Formel a:

e « besteht aus 0 Klauseln

e jede Klausel von o enthalt wenigstens ein
positives Literal

e jede Klausel von o enthalt wenigstens ein
negatives Literal

e o« enthalt nicht die leere Klausel und jedes Atom
kommt entweder nur positiv oder nur negativ vor
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