Ersetzen von Atomen durch Wahrheitswerte ©

Sei o eine KNF-Formel, x ein Atom.
a[x/0] entsteht aus a durch folgende Schritte:

1. streiche x aus jeder Klausel, die das
positive Literal x enthalt

2. streiche jede Klausel, in der =x vorkommt

(xVayV-az)A(yV2)A(-xVyV-z)A(xVy)

(~yVvV-z)A(yV

(myV-z)A(y v

1. Schritt

Z)A(~xVyV-z)Ay
2. Schritt
BN
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Eigenschaften von a[x/0]
e a[x/0] = afx/false]
o afx/0]' = ! fiir jede Belegung I mit x' =0
e da x in af[x/0] nicht vorkommt, gilt
ax/0]' = afx/0]’,

falls I, J Belegungen mit y' = y? fiir alle y # x

Es gilt stets: afx/0]' = a’, wobei J = I[x := 0]

Jlbe=0] _ y! @ fallsy # x
0 : fallsy=x
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Ersetzen von Atomen durch Wahrheitswerte

a[x/0] entsteht aus a durch folgende Schritte:

1.

2

streiche x aus jeder Klausel ...V xV ...,
die das positive Literal x enthalt

streiche jede Klausel ...V x V...,
die das negative Literal =x enthalt

afx/1] entsteht aus a durch folgende Schritte:

1.

2.

streiche —x aus jeder Klausel ...V xV ...,
die das negative Literal -x enthalt

streiche jede Klausel ...V xV ...,
die das positive Literal x enthalt




Splitting-Regel

Sei a eine KNF-Formel und x ein Atom.

o ist erfullbar
gdw afx/0] ist erfillbar oder a[x/1] ist erfiillbar

... Basis fur naiven KNF-SAT-Beweiser ...
mittels Backtracking
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Naiver KNF-SAT-Beweiser Sat(a)

112

IF a enthalt die leere Klausel THEN return “false” FI

IF o = true THEN return “true” FI

wahle ein Atom x, das in & vorkommt

IF Sat(afx/0])

Splitting-Regel

THEN return “true”
ELSE return Sat(a[x/1])

FI
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Schema des Davis-Putnam Algorithmus

IF a enthalt die leere Klausel THEN return “false” FI
IF o = true THEN return “true” FI

Kriterien, die das binare Verzweigen mit der
Splitting-Regel verhindern ...

wahle ein Atom x, das in & vorkommt
IF Sat(a[x/0])
THEN return “true”

ELSE return Sat(a[x/1])
FI



Unit-Regel

Einheitsklausel (engl. unit clause):
Klausel bestehend aus genau einem Literal

Sei v eine KNF-Formel, x ein Atom.
e Falls a die positive Einheitsklausel x enthalt,
dh,a = ...AxA..., dann gilt:
« ist erfillbar  gdw  afx/1] ist erfiillbar
e Falls a die negative Einheitsklausel =x enthalt,
dh,a = ...A-xA..., dann gilt:
« ist erfiilllbar  gdw  ax/0] ist erfiillbar




KNF-SAT-Beweiser Sat(a) mit Unit-Regel

IF a enthalt die leere Klausel THEN return “false” FI
IF o = true THEN return “true” FI

wende so oft wie moglich die Unit-Regel an,
um das binare Verzweigen mit der Splitting-Regel
zu verhindern

wahle ein Atom x, das in & vorkommt
IF Sat(afx/0])
THEN return “true”

ELSE return Sat(a[x/1])
FI



Beispiel: KNF-SAT mit Unit-Regel

a = (xVyV-az)A(xVayVzVw)A(yVz)A —x

x/(%x)Unit-Regel

[(yv—nz)/\(—-szVw)/\(sz)]
y/0 y/1
—ZAz
z/...| Unit-Regel z/0

w/1| Unit-Regel

true
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Pure-Literal-Regel

181

Sei @ eine KNF-Formel und x ein Atom, das in «
wenigstens einmal vorkommt.

e x kommt nur positiv in a vor, falls das negative
Literal =x in keiner Klausel von a enthalten ist.

e x kommt nur negativ in a vor, falls das positive
Literal x in keiner Klausel von o enthalten ist.

Kommt x in a nur positiv vor, so gilt:
a erfiillbar  gdw  afx/1] erfiillbar
Kommt x in a nur negativ vor, so gilt:

a erfiillbar  gdw  a[x/0] erfiillbar
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Davis-Putnam Algorithmus Sat(a)

IF « enthalt die leere Klausel THEN return “false” FI
IF o = true THEN return “true” FI

so oft wie moglich: wende die Unit-Regel oder
die Pure-Literal-Regel an

wahle ein Atom x, das in & vorkommt
IF Sat(a[x/0])
THEN return “true”

ELSE return Sat(a[x/1])
FI
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Beispiel: DP-Algorithmus

a=(xVayV-az)A(xV-w)A(yVz)A(-zVw)

(o)

x/1

Pure-Literal Regel: x nur positiv

((yvz)A

(—zvV w)]

y/1

Pure-Literal Regel: y nur positiv

z/0

w/1

W)

Pure-Literal Regel: z nur negativ

Pure-Literal Regel

true

oder Unit-Regel
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Subsumierungsregel

(L)L)

{L3,...,L,}

KR = L1V...VL,,
A=Lv...vL,

I 1D

Klauseln

Falls k C A, so gilt:
kIFX und KAX = &

Ist & eine KNF-Formel der Form
a = ...ANEANXA...

wobei k Teilklausel von A ist, dann gilt:

a = a\{\} = ...AEA...
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Davis-Putnam Algorithmus Sat(a)

IF « enthalt die leere Klausel THEN return “false” FI
IF o« = true THEN return “true” FI

so oft wie moglich: wende die Unit-Regel oder
die Pure-Literal-Regel an

vereinfache a mit der Subsumierungsregel

wahle ein Atom x, das in a vorkommt
IF Sat(a[x/0])
THEN return “true”

ELSE return Sat(a[x/1])
FI
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DP-Algorithmus

DP-Algorithmus ist ein KNF-SAT-Beweiser, d.h.,
lost das Problem:

gegeben: KNF-Formel a
gefragt: ist a erfullbar ?

ja
beliebige | KNF-Formel KNF-SAT-
Formel B | A | amita=p Beweiser
nein

z.B. DP-Algorithmus

exponentielles
Blowup
moglich
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Formel a ~ KNF-Formel via PNF

aussagenlogische
Formel

G

PNF-Formel 8 mit
a=p und || = O(|al)

Distributiv-
gesetze

y

KNF-Formel v
mta=p8=vy

313

Linearzeit

exponentielles
Blowup
moglich
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SAT-Beweiser via KNF-SAT

326

exp
?ousizacizn- y aquivalente
S KNF-Formel
poly
aussagen- erfullbarkeits-
logische ¥ aquivalente
Formel a 3KNF-Formel ¢

I = O(lal)

KNF-SAT

Beweiser

KNF-SAT

Beweiser

ja

nein

ja

nein
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3KNF

3KNF-Formel: KNF-Formel mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Beispiele:
(xVayV-az)A(-xV-yVaz)
(xVyV-z)A(~xVy)Az
U = false

true
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Erfullbarkeitsaquivalenz

Formeln a, B heiBen erfullbarkeitsaquivalent, falls

entweder « und 8 erfullbar sind

oder « und S unerfillbar sind.

z.B. x und —x sind erfillbarkeitsaquivalent

Frage: wieviele Erfullbarkeitsaquivalenzklassen gibt es ?
Antwort: 2

1. die Klasse der erfullbaren Formeln

2. die Klasse der unerfullbaren Formeln
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Formel a ~ KNF und 3KNF

aussagenlogische
Formel

y
PNF- Formel B
mit a =

Distributivgesetze / \

KNF-Formel v erfullbarkeitsaquivalente
mit B =« 3KNF-Formel +/

exponentielles _ _
Blowup Linearzeit-

moglich Transformation
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Formel a ~ 3KNF-Formel: 1. Schritt

1. Schritt: erstelle eine zu o aquivalente PNF-Formel
apne und vereinfache apye gemaB der Regeln

BAtrue = trueAB = fB analoge
+ Regeln
BV true = trueVp = true fur false

Falls apne € {true, false}, dann gib v = apne
als gesuchte 3KNF-Formel zuruck.

Andernfalls ist apyr eine PNF-Formel, in der
die Konstanten true und false nicht vorkommen.
Fahre mit dem 2. Schritt fort.

2. Schritt:
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Formel a ~ 3KNF-Formel

1. Schritt: erstelle eine zu a aquivalente PNF-Formel
apnE, in der true und false nicht vorkommen

2. Schritt: konstruiere den Syntaxbaum von apnr
3. Schritt: erstelle anhand des Syntaxbaums eine

zu apnr erfullbarkeitsaquivalente
3KNF-Formel
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3KNF fiir apne = ((-xVy) A 2) V (x Ay)

o0 =

3KNF-Formel askng mit den Atomen x, y, z, w, u, vo, r

Q3kNF = W AN oy A No, \Noy
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