Korrektheit der Transformation. Hierzu ist zu zeigen, dass die Kosten fur die Konstruktion
von sk Nk linear in || sind und dass askne ZU o« erflllbarkeitsaquivalent ist.

Zunéchst zur Lange von oz ne. Offenbar enthdlt askne hochstens
3x|apnFl +1 = O(lox)

Klauseln. Beachte, dass die Anzahl an inneren Knoten des Syntaxbaums mit der Anzahl an
Konjunktionen und Digunktionenin ocpyr Ubereinstimmt. Die Anzahl an /A- und \/-Teilformeln
von apnr ist durch |apye| nach oben beschrénkt. Da fur jeden inneren Knoten v die Formel o,
aus drel Klauseln besteht, ist die Klauselanzahl von oskne durch 3 - |apknie| + 1 beschrankt,
wobei der Summand “+1” fir die Einheitsklausel vg steht.

Da apnr sowie der Syntaxbaum T von apnr in linearer Zeit aus o konstruiert werden kon-
nen und sich agknE aus T im Wesentlichen durch Hinschreiben der oben explizit angegebenen
3KNF-Formeln o, ergibt, kann asxnE aus « in linearer Zeit konstruiert werden.

Nun zur Erfullbarkeitsaquivalenz von o« und o3k ne. Wie oben erwahnt, bezeichnet 3., die durch
Knoten v dargestellte Teilformel von opne. Es gilt aso 3, = v fur jedes Blatt v. Ist v ein
innerer Knoten, der mit dem Operator op beschriftet ist und dessen S6hnew und u sind, soist
Bv = BwOp Bu. Fernerist apnre = By, flr den Wurzelknoten vo.

1. Wir nehmen an, dass « erfillbar ist und zeigen die Erflllbarkeit von askne. Sei | eine
erfullende Belegung fur oc. Wir erweitern nun | zu einer erfillenden Belegung JfUr ocaknr
wiefolgt:

N

o X} =xlfuri<ign,

o« VE [3{, fUr jeden inneren Knoten v des Syntaxbaums von ocpr.

Offenbar gilt v! = B!, fir jeden Knoten v des Syntaxbaums. (Fir die inneren Knoten gilt
dies nach Definition von J. Fur die Blatter ist dies offensichtlich, da diese fiir Literale x;
oder —x; stehen und die Belegungen | und J auf {x,...,x,} Ubereinstimmen.) Zu zeigen
ist nun, dass o3 = 1 fur jeden inneren Knoten v und dass v = 1.

Zunichst zum Nachweis, dass o7 = 1 fiir ale inneren Knoten v. Wir erléutern dies am
Beispiel eines AND-Knotens v, d.h., v ist mit dem Operator /\ beschriftet. Seien w und
u die beiden S6hne von v. Dann gilt:

v=gl=1
gdw (BwABu) =1
gaw By, =Py =1
gdw wl=ul=1
gdw (wAu)p=1

und somit o7 = (v < (wAu))? = 1. Die Argumentation fiir die mit \V beschrifteten
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Knoten ist analog. Weiter ist

vy = BY,  (nach DefinitionvonJ)

OCIDNF (da opnF = Bog)

= (daoc = O(pNF)

-1 (dal erfiillend fur o)

Alsoist Jeine erflllende Belegung fur azkne = vo /A A 0y
veln(T)

. Wir setzen nun die Erfullbarkeit von oak nye VOraus und wei sen nach, dass auch o erfiillbar
ist. Sei Jeine erflllende Belegung fur askne. Wir zeigen, dass J zugleich eine erfillende
Belegung fur « ist. Hierzu benutzen wir ein induktives Argument, um folgende Aussage
(*) nachzuweisen:

v = BY fir jeden Knotenvvon T (*)
Aussage (*) weisen wir durch Induktion nach der Héhe des Teilbaums von v nach.

¢ ImInduktionsanfang sind die Blé&tter von T zu betrachten, da genau deren Teilbdume
die Hohe 0 haben. Fiir die Blétter ist die Aussage v’ = B3 klar, da das Blatt v mit
dem Litera 3, identifiziert wird.

e |Im Induktionsschritt betrachten wir einen inneren Knoten v, so dass dessen Tell-
baum die Hohe h hat. Dannist h > 1 und die Teilbaume der beiden Sohnen w und
u von v haben die Hohe < h—1. Die Induktionsvoraussetzung kann also auf w und
u angewandt werden. Dies liefert
wl =3 und uw =B,

Wir nehmen an, dass Knoten v die Beschriftung op hat, wobei op € {/\,V}. Fir die
durch Knoten v dargestellte Teilformel 3, von opng gilt also:
v = PwopPy

Wegen O‘%KNF =1, sind alle Klauseln von askne unter J wahr. Daher ist auch o,
unter Jwahr. Da o, zuv <> (wopu) aquivaent ist, gilt:

(v < (wopu))® = G\J, =1
Wegen B, = B 0pBy und daw’ = B3, und w! = B (nach Induktionsvorausset-
zung, siehe oben) folgt hieraus:

J

v = (wopu)? 2

BwopBu)’ = B

Mit Hilfe von (*) angewandt auf den Wurzelknoten v = vq erhalten wir:
J prm—

[oa ocﬂ,NF (daox = apnE)
By, (daBy, = otpnF)
= vy (Aussage (*))
=1 (davg Klausel von agkne und oy e = 1)

Damit ist die Erfillbarkeit von « gezeigt.
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Beispiel 4.36 (Formel ~ erfillbarkeitsdquivalente 3KNF). Unser Ausgangspunkt ist die
PNF-Formel
a = apnE = ((xVy)Az)V (xA—y).

Wir betrachten nun den Syntaxbaum fir «, wobei die Blétter fur die in o« vorkommenden Lite-
rale stehen und die inneren Knoten fir je eine der Teilformeln

Bvo = ((XxVYINZ)VXxA—yY) = BuVBr = «
Br = xATy

Bu = (xVy)Az = BwAz

Pw = —™xVy

Der Wurzelknoten ist also v und stellt die gesamte Formel « dar. Der Syntaxbaum ist in Ab-
bildung 38 skizziert, wobei die Knotenbeschriftung AND bzw. OR fur /\ bzw. \/ steht. Die
fir o« konstruierte erfullbarkeitsdquival ente SKNF-Formel ok ne verwendet die urspringlichen
Atome x,y, z sowie zusétzlich die Atome vo, w,u,r und hat die Gestalt:

O3KNF = Vo/\ Oy A\ Oy Aoy /Aoy,
wobei oy,, 0w, 0y und o 3KNF-Formel bestehend aus je drei Klauseln sind, die die Semantik

der Knoten vo, w,u, v widerspiegeln, also oy, = v <> (UV1), 0y = U 4> (WAZ), 0 = W
(—xVy)und oy, =1 (xAy). |

Oy =Vo < uVr

ou=u<wAz

Oow =W xVy

—X Yy z X -y

Abbildung 38: Syntaxbaum fur ((—xVy)Az)V (x A—y)

4.4 Resolution
Der Resolutionskalkil leistet einen entscheidenden Beitrag fur die Logikprogrammierung und

andere Bereiche der Informatik (KI, regelbasierte Systeme, etc.). Im Gegensatz zu den SAT-
Beweisern, die wir in den vorangegangenen Abschnitten diskutiert haben, zielt Resolution auf
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den Nachweis der Unerflllbarkeit einer KNF-Formel (oder allgemeiner Klauselmenge) ab. We-
sentliche Idee der Resolution ist es, die logische Folgerbarkeit der leeren Klausel false = L
durch eine Kette von elementaren Folgerungsschritten zu belegen. Man spricht in diesem Kon-
text auch von einer Widerlegung fir die Eingabeformel. L ogische Folgerbarkeit o IF 3 fir belie-
bige Formeln « kann mittels Resolution Uber den Umweg einer Zerlegung von —{3 in Klauseln
K1,...,Km durch eine Widerlegung fur o« A\ k1 /\ ... Ak, Nachgewiesen werden.

Mengenschreibweise von Klauseln und KNF-Formeln. Im Folgenden identifizieren wir
Klauseln mit der betreffenden Literalmenge. Ist also k = L1V ...V Ly eine Klausel, so wird
k alsLiteramenge {Ly,..., L} aufgefasst. Damit werden Klauseln, in denen ein Literal mehr-
fach vorkommt, durch &quival ente Klauseln ohne mehrfach vorkommende Literale ersetzt. Etwa
x V xV —y wird durch {x,x,—y} = {x,—y} dargestellt. Ferner abstrahiert die Mengenschreib-
weise von der Reihenfolge der Literale. Diesist aufgrund der Aquivalenzregeln fiir die Assozia-
tivitdt und Kommuitativitéat von Digjunktionen gerechtfertigt. Die leere Klausel U entspricht nun
der leeren Menge. Analog verfahren wir mit aussagenl ogischen KNF-Formeln, diewir alsKlau-
selmengen auffassen. Ist etwa oc = k1 /\... Ak, SOWird o« mit der Klauselmenge {k1,...,Km}
identifiziert.

Man beachte, dass die Mengenschreibweise fir Klauseln einer Disjunktion entspricht, die Men-
genschreibweise fur KNF-Formeln einer Konjunktion. Daher erhalten wir gegensétzliche Inter-
pretationen der leeren Menge: 16

e DieleereKlausel (also dieleere Literalmenge) LI steht fur false und ist daher unerfuillbar.
e Dieleere Klauselmenge @ steht fur true und ist daher gltig.

Damit ergibt sich auch der Unterschied zwischen der leeren Klauselmenge @ und der einele-
mentigen Klauselmenge {Li}. Wahrend die leere Klauselmenge & stets gltig ist, ist {LI} stets
unerfillbar. Etwas gewdhnungsbedirftig sind Einheitsklauseln, fir die nun die Schreibweisen
{x} und x bzw. {=x} und —x gleichwertig sind. Analoges gilt fir KNF-Formeln mit nur ei-
ner Klausel. Fur dieseist die Schreibweise k (ohne Mengenklammer) gleichbedeutend mit der
Mengenschreibweise {«}. Im Folgenden verwenden wir die Formel- oder Mengennotation; je
nachdem, welche Sichtweise einfacher ist. (An vielen Stellen ist die Wahl jedoch willkrlich.)

Die ldee des Resolutionskalkils beruht darauf, durch syntaktische Transformationen logische
Schlussfolgerungen zu ziehen. Hierzu wird folgende Beobachtung eingesetzt: Sind k = x\V A1
und T = —xV A zwel Klauseln der as wahr angenommenen Grundmenge, so kann auf die
logische Folgerbarkeit der Klausel A1V A, geschlossen werden.

Definition 4.37 (Resolvent). Seien  und T Klauseln und L ein Literal, so dass L €  und das
negierte Literal L in T enthalten sind.1” Dann heift die Klausel

A= «\{L} u t\{L}

der Resolvent von k und t Gber L. Man spricht auch von dem L-Resolventen oder kurz einem
Resolventen, von k und t. Die Klauseln k und T werden in diesem Kontext auch Elternklauseln
genannt.

18Aus diesem Grund ist es iblich ein Sondersymbol wie U firr die leere Klausel — anstelle des sonst iiblichen
Symbols & fir die leere Menge — zu verwenden.
177ur Erinnerung: X = —x und =x = x. L ist also dasjenige Literal, welches zu —L équivalent ist.
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Oftmals verwendet man eine graphische Notation wie in dem Bild oben, um anzudeuten, dass

die Klausel A ein Resolvent der beiden Klauseln k und T ist. In Darstellungen durch gerichtete
Graphen sind die Knoten mit Klauseln beschriftet. Kanten stehen fir die Resolventenbildung. m

Beispiel 4.38 (Resolventen). Z.B.istyV —z ein Resolvent ausx \VVy VvV —z und —x V.

{x,y,7z} {—x,y}

N/

{y,—z}

DieKlausel y\V —z ergibt sich durch Streichen des positiven Literals x aus der Klausel x\VyV
—z und des negativen Literals —x aus —x 'y und anschlief3ende disjunktive Verknipfung der
verkurzten Klauseln. Die Klauseln x VVy VvV —z und x\V —z\V'w haben jedoch keine Resolventen,
da sie keine zueinander komplementére Literale enthalten. ]

Durch Resolventenbildung kann die leere Klausel LI entstehen; namlich dann, wenn der Re-
solvent der beiden Einheitsklauseln x und —x gebildet wird. Zwei Klauseln kénnen durchaus
auch zwei oder mehrere Resolventen haben; namlich dann, wenn sie mehrere zueinander kom-
plementére Literale enthalten. Z.B. sind xV—xV z und y V —y V z Resolventen der Klauseln
xVyVzund —xV —y. In solchen Féllen sind jedoch alle Resol venten tautol ogisch. Resolven-
ten elner tautol ogischen Klausel sind zwar maglich, aber langweilig. Z.B.:

{x,—x,y} {x,—x,y}

N/

{x,—,y}
Das folgende Lemma zeigt, dass Resolventen einer KNF-Formel logische Folgerungen sind.

Lemma 4.39 (Resolventenlemma (1. Teil)). Sai « eine KNF-Formel und A ein Resolvent zwei -
er Klauseln von «. Dann gilt o IF A.

Beweis. Sei A = k\{x} U T\{—x}, wobei k,t Klauselnvon x sindund x € k, =x € 7. Sei | ein
Modell fir «. Zu zeigenist, dassA! = 1; also dass eines der Literale von A den Wahrheitswert 1
unter | hat.

1. Fall: x' = 1. Wegen —x € T und ©' = 1 gibt es ein Literal L € T\ {—x}, welches unter | den
Wahrheitswert 1 hat. Dieses Literal L ist auch in A enthalten.

2. Fall: x! = 0. In diesem Fall liegt eine zum ersten Fall analoge Situation fiir k vor. Wegen
k' = 1 gibt es ein anderes in k vorkommendes Literal L + x, das unter | den Wahrheitswert 1
hat. Dieses Literal L liegt in A. O
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Lemma 4.40. Ist « eine KNF-Formel, so gilt x AA = « fur jeden Resolventen A zweier
Klauseln von «.

Beweis. Sei A ein Resolvent von «. Esist klar, dassjedes Modell fiir o« AA zugleich eéin Modell
fir o ist. Umgekehrt gilt A = 1 fiir jedes Modell | fiir o, da o I- A (Resolventenlemma). Also
ist | ein Modell fur oc AA. 0J

Bezeichnung 4.41 (Resolventenmenge, Resolutionsabschluss). Sei « eine KNF-Formel. Dann
bezeichnet die Resolventenmenge

Res(x) = { A: Aist Resolvent zweier Klauselnin « }

digjenige Menge bestehend aus allen Resolventen, die aus den Klauseln von o« gebildet werden
koénnen. Der Resolutionsabschluss Res* () von « ergibt sich durch sukzessive Resol ventenbil -
dung:

Res'(«) = | J Res'(a),

i>0
wobei Res(a) = o und Res1 (&) = Res' () URes(Res' («)) firi=1,2,.... m

Beispiel 4.42 (Resolutionsabschluss). Fir « = (xV—yVz) A (yVvVz) A (—xVz) A =z
erhalten wir (wobel die Klauseln als Literalmengen angegeben werden):

Re(0) = {2} v,z (xz) (-2}
Rest() = Re(o0) U { {x,2), {~y,2), {x,y), {ul, () )
Re(o) = Rest(a) U {{z}, {x), {~y} }
Re(a) = ResX(o) U {U)
und Res* () = Res®(«) = Res*(«) fiir dlek > 4. n

Offenbar gilt Res’(«) C Res'(x) C Res?(x) C ... C Res'(a) C 2% wobe £ die Menge
aller Literale bezeichnet, die in wenigstens einer der Klauseln von « vorkommen. Da £ (und
somit auch die Potenzmenge 2*) endlich ist, ist die Folge der Resolventenmengen Res!(«) ab
einem gewissen Index stationdr. Wir halten diese Beobachtung in folgendem Lemmafest:

Lemma 4.43 (Endlichkeit des Resolutionsabschlusses). Fir jede KNF-Formel « gibt eseine
naturliche Zahl k, so dass

Res‘(a) = Res*"(a) = Res**?(x) = ... = Res*(«).

Eine sehr grobe obere Schranke fiir die in Lemma 4.43 genannte Zahl k ist [2%] = 22" = 4™,
wobei n fir die Anzahl an Aussagensymbolen steht, die in o« vorkommen.

Durch Induktion nach i kann man mit Hilfe des Resolventenlemmas zeigen, dass alle Klauseln
in Res'(«) logische Folgerungen von « sind. Hieraus folgt die Korrektheit der Resolution als
Kalkdl fur logische Folgerbarkeit:
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Lemma 4.44 (Resolventenlemma (2. Teil)). Sai « eine KNF-Formel. Dann gilt o I- A fUr alle
A € Res* ().

Inshesondere ist die Resolution als Verfahren fir den Nachweis der Unerfillbarkeit einer KNF-
Formel korrekt. Man spricht auch von Widerlegungskorrektheit:

Corollar 4.45 (Widerlegungskorrektheit). FallsL € Res*(«), soist o unerfillbar.

Beweis. Fals U € Res*(«), so gilt « I U = false (zweiter Tell des Resolventenlemmas).
Hieraus folgt die Unerfullbarkeit von «. O

Wir werden spéter sehen, dass auch die Umkehrung gilt. Zunéchst geben wir jedoch eine alter-
native Charakterisierung des Resol utionsabschlusses an.

Definition 4.46 ((Resolutions-)Herleitung). Sei « eine KNF-Formel, aufgefasst als Klausel-
menge, und A eine Klausel. Eine Resolutionsherleitung (kurz Herleitung) von A aus « ist eine
Folge von Klauseltripeln

<K11Tl’}\l> <K25T2’}\2> <Km’Tm;}\m>,

sodassA,, = Aundsodassfiraleie{l,2,...,m}gilt:
A; ist Resolvent von k; und T, und ki, T; € « U{A1,A2,...,Ai_1}.

m wird die Lange der Herleitung genannt. Da die jewells ersten beiden Klauseln i, T; der
Herleitungstripel lediglich die Funktion haben anzugeben, woraus die hergeleitete Klausel A;
entstanden ist, verzichtet man oft auf deren Angabe und nennt die KlauselfolgeA1 A>... A, €ne
Herleitung von A, = A aus «. Eine Klausel A ist aus o« herleitbar, wenn entweder A € « oder
wenn es eine Herleitung der Lange m > 1 fur A aus « gibt. Alle Klauseln aus « werden asin

Herleitungen der Lange O erzeugbar angesehen. ]
K2
K1 K4 < KNF-Formel o
> as Klauselmenge
K3
A A3
2
\

Ag

Abbildung 39: Graphische Darstellung einer Resol utionsherleitung

Abbildung 39 zeigt wie Herleitungen a's azyklische Digraphen skizziert werden konnen. Diein
einer Herleitung bendtigten Klauseln aus o haben keine Vorganger. Alle Uber ein oder mehre-
re Resolutionsschritte hergel eiteten Klauseln haben genau zwei Vorgangerknoten; namlich die
beiden Elternklauseln. Das Bild in Abbildung 39 konnte etwa fir folgende Herleitung stehen:
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(k1,k2,A1) (A1,K3,A2) (K4,K5,A3) (A2,A3,A4)
Beispiel 4.47 (Resolutionsherleitung). Ist x = (x Vy) A (—xV—z) A (yVz), soist
{xyh{—x,~zh{y,~z}) {y,z}{y,~zh{y})
eine Herleitung der Einheitsklausel {y} aus «. Diese hat die Lénge 2. ]

Beispiel 4.48 (Resolutionsherleitung (Affen-Bananen-Problem)). Wir kehren zu dem Affen-
Bananen-Problem zuriick. Ausgangspunkt ist die KNF-Formel o« = k1 /\ k2 /A k3/\ k4 mit den
Hornklauseln k; = —down\/ below, ko, = —downV up, k3 = —upV —below\ banana und der
Einheitsklausel k4 = down. Die folgende Skizze stellt die Resolutionsherleitung

(k2,K4,A1) (K1,K4,A2) (K3,A1,A3) (A2,A3,A4)

dar, wobei A1 ={up}, Ao ={below}, A3 ={—below, banana} und A4 = {banana}. Aus dem zweiten
Teil des Resolventenlemmas folgt die fur den Affen erfreuliche Aussage, dass er die Bananen

erreichen kann. [
{—down, below} {down} {—=down,up} {—up,—below, banana}
{below} {up}

/ {—below, banana}

{banana}

Bemerkung 4.49 (Irrelevante Resolutionsschritte). Esist klar, dass in einer Herleitung alle
Resolutionsschritte weggelassen werden konnen, die fur die Generierung der letzten Klausel
Am hicht bendtigt werden. Z.B. ist

(Poyhixhiyl) (z-whiwhiz}) (yh{-yhu)

eineHerleitungausx = (xVy) A —x A\ —y A (zV—-w) Aw, diezu

Eayh{ixh{y) {yh{—yhu)

verkUrzt werden kann, da zur Herleitung der leeren Klausel die im zweiten Resolutionsschritt
generierte Klausel {z} nicht bendtigt wird. In diesem Sinn kann man stets annehmen, dass Her-
leitungen unverkirzbar sind. |

Durch Induktion tGber die Lange m einer Herleitung kann gezeigt werden, dass alle herleitbaren
Klauseln in Res"(«) liegen. Umgekehrt hat jede Klausel in Res*(«) eine Herleitung aus «.
Diese Aussage kann nachgewiesen werden, indem man durch Induktion nach i zeigt, dass es zu
jeder Klausel in Res' () eine Herleitung aus « gibt. Wir erhalten damit folgende Aussage:
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Lemma 4.50 (Resolutionsabschluss und Herleitbarkeit). Res*(«) ist die Menge aller Klau-
seln, fir die es eine Herleitung aus « gibt.

Aus Corollar 4.45 auf Seite 167 und Lemma 4.50 ergibt sich, dass jede Klauselmenge «, aus
welcher die leere Klausel herleitbar ist, widersprtichlich (d.h. unerflllbar) ist. Dies erklart fol-
gende Bezeichnung:

Definition 4.51 ((Resolutions-)Widerlegung). Eine Resolutionswiderlegung (kurz Widerle-
gung) fur « bezeichnet eine Resol utionsherleitung der leeren Klausel U aus «. ]

Folgende Abbildung zeigt eine Widerlegung fir die unerfillbare KNF-Formel (x Vy) A (xV
YA (X VYA (=xV y).

{x,y} {x,~y} {—x,y} {—x,—~y}

N
~

Beispiel 4.52 (Resolutionswiderlegung (Affen-Bananen-Problem)). Wir betrachten nun die
Klauselmenge o U {—banana}, wobei « wie in Beispiel 4.48 gegeben ist. Die negative Ein-
heitsklausel {—banana} steht fir die Negation der Frage nach der Erreichbarkeit der Banane.
Diein Beispiel 4.48 angegebene Herleitung kann nun um den Resol utionsschritt

{banana} {—banana}

erweitert werden. Man erhalt somit eine Resolutionswiderlegung fir oc U {ﬂbanana}. Hieraus
folgt zunachst die Unerfillbarkeit von ocU {—~banana} und somit « I- banana. n

Da aus der Existenz einer Widerlegung (also einer Herleitung von U) auf die Unerfiillbarkeit
der betreffenden Klauselmenge geschlossen werden kann, ist Resolution als Kalkdl fur den
Nachweis der Unerfillbarkeit von KNF-Formeln korrekt. Der nun folgende Hauptsatz dieses
Abschnitts sichert die Vollstandigkeit der Resolution fir den Nachweis der Unerfillbarkeit zu,
indem er belegt, dass auch die Umkehrung gilt; also, dass die leere Klausel aus « herleitbar ist,
sofern oc unerfiillbar ist. Man spricht daher auch von Widerlegungsvollstandigkeit.

Satz 4.53 (Resolutionssatz der Aussagenlogik). Sei « eine KNF-Formel. Dann ist « genau
dann unerfillbar, wenn LI € Res*(«).

Beweis. Die Korrektheit der Resolution (die Implikation “<=") wird durch Corollar 4.45 (Sei-
te 167) belegt. Wir zeigen nun die Widerlegungsvollstéandigkeit des Resolutionskalkils. Wir
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nehmen die Unerfillbarkeit von o an und zeigen, dass die leere Klausel LI Gber O oder mehre-
re Resolutionsschritte aus « resolviert werden kann. Diese Aussage beweisen wir durch durch
Induktion nach der Anzahl n an Aussagensymbolen, diein o vorkommen.

Der Induktionsanfang ist klar, da fir n = 0 eine KNF-Formel vorliegt, die keine Aussagen-
symbole enthalt und daher entweder zu false oder zu true quivalent ist. Da die Unerfillbarkeit
von « vorausgesetzt wird, ist nur der erste Fall mdglich. Daher gilt U € « € Res* (). Nun zum
Induktionsschritt n = n+1. Wir nehmen an, dass eine unerfillbaren KNF-Formel o mit n+1
Aussagensymbolen vorliegt. Sel x einesder in &« vorkommenden Aussagensymbole. Diewiein
Bezeichnung 4.24 auf Seite 148 definierten KNF-Formeln

xg = o«f[x/0], a1 = ofx/1]

sind aus hoéchstens n Aussagensymbolen aufgebaut. Mit « sind auch o«cg und o1 unerfillbar
(Splitting-Regel, siehe Lemma 4.27, Seite 150). Daher liefert die Induktionsvoraussetzung an-
gewandt auf g und g, dass LI € Res*(xg) und U € Res*(ocq). Wir zeigen nun, dass

{U,{x}} N Res*(«) # @ (*)

Dieldeefir den Nachweisdieser Aussage beruht darauf, die Resolutionsschritte, die zur Herlei -
tung von LI aus «q fuhrten, zu einer Herleitung der leeren Klausel LI oder der positiven Einheits-
klausel {x} aus « zu liften. Hierzu verfahren wir wiefolgt. Fals LI € xq, so gilt entweder LI € «
oder {x} € «. In diesem Fall ist Aussage (*) offenbar erflillt. Im Folgenden nehmen wir U ¢ «g
an und weisen Aussage (*) nach. Wegen U € Res" () gibt es eine Resolutionswiderlegung

<K11Tl’}\l> <K2’T2!)\2> <KmaTma)\m>

der Lange m > 1. Jede der Klauseln k von «g ist entweder eine Klausel von o oder ist durch
Streichen des positiven Literals x aus einer Klausel von « entstanden. Dies erlaubt es, eine
Resolutionsherleitung

(K1, T1,AD) (K2, T2:A2) - (Ko T An)
aus oc wie folgt zu definieren. Fir i = 1,..., m sind die Klauseln «{ wie folgt definiert.

e Ist k; eine Klausel von o und o, so setzen wir k! = ;.

o Ist ki € xp\ &, S0 ist k; aus einer Klausel k € «, welche das positive Literal x enthélt,
durch Streichen von x entstanden. Wir kehren nun — durch Wiedereinfiigen von x — zur
ursplinglichen Klausel von « zuriick. Hierzu setzen wir k! = k = «; U{x}.

o Istki & xg, soist ky = A fireinj e {1,...,i—1}. In diesem Fall setzen wir k| = 7\].’.

In analoger Weise definieren wir die Klausel 7. Die Klausel A/ ist als Resolvent von k! und T/
definiert. Ist etwa

A= xi\{y} U ti\{~y}
mity € k; und —y € Ty, SO Setzen wir

A= k\fy} U t\{yh
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Esist nunleicht zu sehen, dass (k1,T1,A]) ..., (K}, T, Ar,) €ine Herleitung aus « ist und dass
7\1, = A; oder 7\1, = AMU{x}, i=1,...,m.

Mit i = m folgt, dass A/, entweder die leere Klausel ist oder die Einheitsklausel {x}. Eine

analoge Argumentation zeigt, dass

{I_l,{ﬂx}} N Res*(x) # 2. (**)

Dadie leere Klausel LI ein Resolvent der Einheitsklauseln {x} und {—x} ist, folgt aus (*) und
(**) die Herleitbarkeit der leeren Klausel. Also L € Res™(«). O

Beispiel 4.54 (Lifting der Herleitung). Wir illustrieren die im Beweis des Resolutionssatzes
beschriebene Technik zum Liften von Herleitungen aus «[x/b] zu Herleitungen aus « an zwei
einfachen Beispielen. Sei

x = (xVyVz) A (yVvVz) A(—=xVz) A —z
—_—— ~~

/
— ! !
=Kq =T1=T1

=Ky=K2

Dannist g = «[x/0] = (—yVz) A (yVz) A —z .ZB.ist
~— ~—— ~~

=K1 =T =K2

(kptA) = ({(—u.zh{y.z}{z})

(kataha) = ({2}, {2} ,L)
e

eine Widerlegung fir . Diese wird zu einer Herleitung der Einheitsklausel {x} aus o« geliftet:
(kptpA) = (auizh vz (az))
=k1U{x} =T1€x =\,U{x}

(hphg) = (2] ozl ) ),

=K2€& —\! =AU{x}

Ebenso kann fur oy = «lx/1] = (yVz)Az/A—z verfahren werden. Fir «; haben wir
eine Widerlegung der Léange 1 bestehend aus dem Tripel ({z},{—z},U). Wiedereinfligen des
gestrichenen Literals —x in die erste Elternklausel liefert die Herleitung

({=xzh {=zh {x))

der Einheitsklausel {—x} aus .. Wir setzen nun die beiden Herleitungen fir {x} und {—x} aus «
zu einer Widerlegung fir o zusammen:

(ayizhiy zhixz)) ((Fzhixzhix)) ((xzhizh{=x)) (Bd{xhu)

Man beachte, dass es mdglich ist, durch das Liften von Widerlegungen fir «[x/b] sofort eine
Widerlegung fur o zu erhalten. Z.B. trifft dies auf die Formel

x = (xV—y) A (yvz) A (—yvz) A —z
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zu. Fur diese besteht
xp = alx/0] = (yVz) A (—yVvVz) A —z
nur aus Klauseln, die bereitsin o enthalten sind. Liften der Widerlegung

(.28 {~zh{y}) {~v.zh{~zL{~y}) {yh{-~y}L)

flr «p zu einer Herleitung fur o bringt keinerlei Veranderungen, dadie Elternklauseln der ersten
beiden Resolutionsschrittein o liegen. ]

172



