Korrektheit der 3KNF-Formel asknr

Sei T der Syntaxbaum der PNF-Formel apyg mit
Wurzel v und In(T) = Menge der inneren Knoten

def
QskNF = W A Ow

w € In(T)
fur jeden inneren Knoten:

w ow 3KNF-Formel mit 3 Klauseln

w, WR Ow = W< WL Op WR

Korrektheit:
apnr erfullbar  gdw  asknr erfullbar
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Kosten: Formel a ~ 3KNF-Formel

1. Schritt: erstelle eine zu o aquivalente PNF-Formel
apNE, in der true und false nicht vorkommen

Kosten: |apne| = O(|a|)
2. Schritt: konstruiere den Syntaxbaum T von apnf

Kosten: GroBe des Syntaxbaums

|T| = O(|laene]) = O(|a)

3. Schritt: erstelle anhand des Syntaxbaums eine zu apnf
erfullbarkeitsaquivalente 3KNF-Formel askne

Kosten: |askne| = O(| T|) = O(|el)
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Mengenschreibweise fiir Klauseln, KNF-Formeln ..

fasse Klauseln als Mengen von Literalen auf

LiVLLV. ... VL~ {li, L. .. L}
xXVyVz ~ {x,—-y,z}
z ~ {z}
false = U ~ O

fasse KNF-Formeln als Mengen von Klauseln auf
KiANKa A NEm ~ {Ki, K2, ..., Km}

(xVay)AyA(-xvz) ~ {{x,~y}, {y}, {~x,2}}
true ~~ O
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Resolvent

Seien k, 7 zwei Klauseln und L ein Literal mit L € k
und L € 7. Dann wird die Klausel

A = s\ {L}ur\{T}

ein Resolvent von k und 7 genannt.

& und 7 heiBen Elternklauseln von A. Schreibweise:

n\/
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Resolvent

Seien k, 7 zwei Klauseln und L ein Literal mit L € k
und L € 7. Dann wird die Klausel

A = s\ {L}ur\{T}

ein Resolvent von k und 7 genannt.

Beispiel: Kk = xV-yVz T = XxVw

{x7y,2} {~xw}

{-v,z,w}
Klausel ~yVzVw
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Korrektheit der Resolventenbildung

Ist A Resolvent der Klauseln k£ und 7, so gilt:

{K:,T} I A

Beweis: Sei L ein Literal mit L € k und L € 7 und
A = s\ {L} ur\{L}
Sei I ein Modell fiir k und 7. Zeige A\l =1.

1. Fall: I"=1. Wegen 7' =1 gibt es ein Literal
Lo €7\ {L} mit L} =1.

Wegen Ly € ) gilt Al =1.
2. Fall: L'=0. Wegen k' =1 gibt es ein Literal ...
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Resolventenlemma (1. Teil) 71

Seiena =K1 AKa A ...\ Ky eine KNF-Formel und

Dann gilt:
alFAX und aA) =«

sei A ein Resolvent zweier Klauseln x; und k; von a.

Wegen {k;, K,J-} IF )\ gilt: a= {nl,ng, .. .,K,m} = A\

Wegen a IF A\ gilt:
a und a A )\ haben dieselbe Modelle.
Daher git a A X = a.
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Resolventenmenge a
Sei @ eine KNF-Formel, aufgefasst als Klauselmenge.
Res(a) = { X : X ist Resolvent zweier Klauseln in « }

Beispiel:
a=(xVyVaz)A-yA(xVyV-w)A(-zVw)

{X7y7 ﬂz} {_'y} {X7Y7_'W} {ﬂz’ W}

NSNS NS

{X, _'z} {X7 _'W} {X7 Y, _'z}

Res(a) = {{x,—z}, {x,~w}, {x,y,~z}}
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Resolutionsabschluss 0
Sei @ eine KNF-Formel, aufgefasst als Klauselmenge.

Res(a) = { X : X ist Resolvent zweier Klauseln in « }

Resolutionsabschluss von a:

Res*(a) = |J Res'(a)

i>0
wobei

Res’(a) = «

Restl(a) = Res'(a)U Res( Res'(a))
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Beispiel: Resolutionsabschluss

Sei a = (xVyVzZ)A(yVz)A(-xVz)A-z

{X, -y, Z} {.V7 Z} {_'x7 Z} {_'Z}

pecty

{x,~v} {xz} {y} {w.z} {-x}




Endlichkeit des Resolutionsabschlusses

Sei a eine KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.

Resolutionsabschluss von a:

Res*(c) = |J Res'(a)
i>0
Es gilt: g
Res’(a) C Res'(a) C Res*(a) C ... C 2%,

wobei £ = {xl, ey Xpy XLy e e ey —-x,,}

Es gibt ein kK > 0 mit

Res*(a) = Resk(a) = Res**'(a) = Resk*%(a) = ...
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Resolventenlemma

121

Sei a eine KNF-Formel.

1. Teil: Fir alle Klauseln A € Res(a) gilt:
alkE

2. Teil: Fir alle Klauseln A € Res*(a) gilt:
alFA

Alle Resolventen zweier Klauseln von a sind
logische Folgerungen aus a.

Daher sind alle Klauseln im Resolutionsabschluss
logische Folgerungen aus a.
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Resolutionsherleitung

Sei a eine KNF-Formel und )\ eine Klausel.

Eine Resolutionsherleitung von A aus « ist eine Folge
<K'17 71, Al) <K'2) T2, A2) oo (K’m7 Tm, Am)
von Klauseltripeln, so dass A, = A und fur1 <i < m:

e )\, ist Resolvent von k; und T;

® K, Ti € OzU{/\l,/\z,...,/\,‘_l}

m wird Lange der Herleitung genannt.

A heiBt dann herleitbar aus «.
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Resolutionsabschluss und Herleitungen

Sei a eine KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.

Resolutionsabschluss von «:
Res*(c) = |J Res'(a) = Res*(a)

i=0

Fur alle Klauseln A gilt:
A € Res*(a) gdw {

es gibt eine Herleitung
von A aus «

Insbesondere: ist A aus a herleitbar, so gilt a IF A

ist LI aus « herleitbar, so ist & unerfullbar.
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Beispiel: Resolutionsherleitung
a=x=22) A (x=>y) AN (YAz—=w) Ax
= (-xVz)A(~xVy)A(nyV-zVw)A x

{_'X1 Z} {X} {_'X7Y} {_'y7 -z, }

{i}\\ \%y}‘/\* /

{_'Z’ }
/

{w}



Resolutionswiderlegung

Sei a eine KNF-Formel.

Eine Resolutionswiderlegung fir « ist eine Herleitung
der leeren Klausel aus «

(K»l, 71, /\1> e (’ﬁm—la Tm-1, /\m—l) (K»ma Tm, I—')
T

leere Klausel

bereits gezeigt: falls o eine Widerlegung besitzt,
dann ist a unerfillbar.
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Beispiel: Resolutionswiderlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x, v} {x,~v} {xy}  {=x-y}

N W
T~

U
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Resolutionssatz

Fur jede KNF-Formel o gilt:
« unerfiillbar ~ gdw U € Res*()

Beweis von “<=": folgt aus dem Resolventenlemma

Gilt U = false € Res*(a), so gilt a I false.
Also ist a unerfillbar.

Beweis von “=>": durch Induktion nach der Anzahl n
der in & vorkommenden Atome
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)

Betrachte nun Widerlegungen fir ag und a3 und

o lifte die Widerlegung fiir ag zu einer
Herleitung von Ll oder x aus « Hieraus folgt:

e lifte die Widerlegung fiir oy zu einer| L € Res*(a)
Herleitung von Ll oder —x aus «
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Lifting von Widerlegungen fiir a[x/0] = ag
gegeben: Widerlegung fiir ag der Lange > 1

(K:l) T1, Al) <n27 T2, )‘2> .. (’im7 Tm, Am)

wobei Ki, Ti € o U {)\1, <o ,)\i—l} A = LU
m=

Lifting zu einer Herleitung aus a:
/ / / / / / / /
(K1, T, A1) (K2, 72,29) . (Kipy Ty Arn)

- . .. ,
Induktive Definition von &} und 7} analoge
: CePeE
o Ist kj € @, so ist K} = K;. Definition fur 7;
o Ist k; =k \ {x}, wobei k € @, so ist Kk} = k.

o Ist kj =), soist k} = )\}.
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]

(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁy7 Z} {y, Z} {ﬂz}

N

!

{~y}

{v}

a1 = afx/1]
(yV2)Az A -z

{y,z2} {z} {-z}

\/




Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Herleitung von {x}
aus a

{X7 -y, Z} {y, Z} {ﬂz}

!

N

{x,~y} {v}

N\

{x}

Herleitung von {—x}
aus a

{=x,z} {-z}

\/

{=x}
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Kombination der Herleitungen von {x} und {-x}

{X7 —ly,Z} {y7 Z} {—IX, Z} {ﬂz}

!

{x,~y} {v}
{—x}

{X}\ | / Widerlegung

fur a

23/23



