Resolutionsalgorithmus (Erfullbarkeitstest). In Algorithmus 9 (Seite 173) ist ein naives
Verfahren fir den Nachweis der (Un-)Erfillbarkeit einer KNF-Formel angegeben, das auf un-
seren bisherigen Ergebnissen beruht. Die Terminierung des Verfahrens folgt aus Lemma 4.43
(Seite 166); die Korrektheit der Antworten aus dem Resolutionssatz (Satz 4.53 Seite 169).

Algorithmus 9 Resolutionsalgorithmus

(* Eingabe: KNF-Formel « *)
(* Aufgabe: pruft, ob « erfillbar ist  *)

i:=0; (* Berechnedie Mengen oy = Res'(«),1=1,2,3,... %)

UNTIL U € o oder oy = oi_1q;
IFU€E
THEN return “nein, « ist unerfillbar”

ELSE return“ja, ocist erflllbar”
Fl

Vollstandigkeit versus Widerlegungsvollstandigkeit. Die Vollsténdigkeitsaussage des Re-
solutionskalkllsin Satz 4.53 bezieht sich lediglich auf die Herleitbarkeit der leeren Klausel aus
unerfillbaren Klauselmengen. Es gilt jedoch nicht, dass alle logisch folgerbaren Klauseln her-
leitbar sein mussen. Die Umkehrung des zweiten Teils des Resolventenlemmas gilt also nicht
fUr beliebige Klauseln. In diesem Sinn ist der Resolutionskalkil unvollstéandig. Ein Beispidl,
das die Unvollstandigkeit belegt, ist die unerfillbare KNF-Formel o« = y/A—y Ax. Die Ein-
heitsklausel {—x} ist zwar eine logische Folgerung aus «, jedoch ist {—x} nicht aus « durch
Resolution herleitbar. Dennoch gilt die Vollstandigkeit der Resolution als Kalkul fur logische
Folgerbarkeit in folgendem Sinn:

Satz 4.55 (Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln). Fir jede nicht-tautol ogische KNF-Formel
o und jede nicht-tautologische Klausel A gilt:

alFA gdw A € Res*(«) fur eineKlause A’ mit A’ C A (ohne Beweis)
Mit A = LI ergibt sich erneut die Widerlegungskorrektheit und -vollstandigkeit, die im Resoluti-
onssatz nachgewiesen wurde. Eine weitere Konsequenz aus Satz 4.55 ist die Vollstandigkeit der
Resolution als Kalkul fr die Folgerbarkeit von Einheitsklauseln aus erfiillbaren KNF-Formeln.
Ist namlich « eine erfillbare KNF-Formel und L ein Literal, so gilt aufgrund der Aussage von
Satz 4.55:

alFL gdw L€ Res («).
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Resolutionsalgorithmusfur logische Folgerungen. Soll anstelle der Erfiillbarkeit von o ge-
priift werden, ob eine Klausel A logisch aus « folgt (also ob « IF A), so ist das Schleifenabbruch-
kriterium im Resol utionsal gorithmus (Algorithmus 9) wie folgt zu éndern:

“UNTIL esgibt eineKlausel A’ € o; mit A’ C A oder oy = o¢i_1}”

Alternativ kann man den Resol utionsalgorithmus unverandert lassen und ihn mit der Klausel-
menge bestehend aus den Klauseln von o und den Einheitsklauseln Ly, ..., Ly starten, wobei
L1,...,Lx dieLiterale von A sind. Wir erinnern daran, dass « |- A genau dann gilt, wenn oc A—A
unerflllbar ist. IssnunA = L1V...V L, s0ist

aAN=A = a/A—=(L1V...VL)
= aANA—-LiA...A=Lg
= aALIA.. AL
Die Formel o« /A—A kann daher als KNF-Formel mit der induzierten Klauselmenge
O { Tk (T}

aufgefasst werden. Diese Vorgehensweise hat den Nachtell, dass man die Anzahl an Klauseln
und damit die Anzahl an potentiellen Resolventen erhoht.

Die einfache Formulierung des Resol utionsal gorithmus bildet alle mdglichen Resolventen und
ist daher hoffnungslos ineffizient, da es im Allgemeinen sehr viele Resolventen gibt. Fallsn
Aussagensymbole in der Eingabeformel o« vorkommen, so wéchst die maximale Anzahl an
Schleifendurchléufen des Resolutionsal gorithmus exponentiell in n. Ein Beispiel fiur Formeln,
in denen der Resolutionsalgorithmus tatséchlich exponentiell viele Schleifendurchléufe bent-
tigt, sind die Pigeonhole-Formeln, die bereits in Beispiel 4.4 auf Seite 120 betrachtet wurden.
Diese beschreiben das unldsbare Problem, n Tauben auf n—1 Ldcher zu vertellen, so dass jede
Taube in einem Loch sitzt, aber keine zwei Tauben sich in demselben Loch befinden:

Xn = (_'Xi,j \/_'Xi,k) VAN /\ (Xl,j V.. -\/Xn—l,j)
A A , )

ISi<n Igj<ksn Taube j oder Taube k ISjsn ‘Taube j sitzt
istnichtin Loch i in einem Loch

Man kann zeigen, dass es eine Konstante ¢ > 1 gibt, so dass die kirzeste Resolutionswider-
legung fur o, mindestens c™ Resolutionsschritte benttigt. Wir verzichten auf den Nachwels
dieser Aussage.

Resolutionsalgorithmusfur 2KNF.  Trotz des schlechten worst-case-Verhaltens gibt es meh-
rere Teilklassen von KNF-Formeln, fur die der Resolutionsalgorithmus (selbst in der naiven
Version) recht effizient ist. Dazu zahlt die Klasse der 2KNF-Formeln (d.h., KNF-Formeln mit
hochstenszwei Literalen pro Klausal), fir die nachgewiesen werden kann, dass selbst im schlimms-
ten Fall nur quadratisch viele Iterationen ausgefihrt werden. Beachte, dass erstens Resolventen
von 2KNF-Formeln stets hochstens zwel Literale haben und dass zweitens die Anzahl an Klau-
seln mit maximal zwei Literalen Uber einer n-elementigen Atommenge{x1,...,xn} durch

2n-(2n—1) +2n +1 = 0(n?

beschrankt ist.Diese Schranke ergibt sich wie folgt: der Summand 1 steht fir die leere Klausel,
der Summand 2n fir die Anzahl an einelementigen Klauseln, und der Summand 2n x (2n—1)
steht fur die Anzahl an zweielementigen Klauseln.
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N-Resolution und andere Resolutionsstrategien

In vielen Falen ist es nicht so dramatisch wie im Falle der Pigeonhole-Formeln, da oftmals
“relativ kurze” Widerlegungen unerfillbarer Formeln existieren, obwohl es “sehr viele” Resol-
venten gibt. Fur praktische Anwendungen der Resolutionsidee sind daher Strategien von grof3er
Bedeutung, welche die Anzahl an relevanten Resolventen einschranken und gezielt nach Resol-
venten suchen, die tatséchlich zu einer Widerlegung beitragen kénnen.

N- und P-Resolution zéhlen zu den Resol utionsstrategien, welche die Anzahl an relevanten Re-
solventen einschranken, die fur den Nachweis der Unerfiillbarkeit einer Klauselmenge benttigt
werden. Wir beginnen mit Erlauterungen der N-Resolution, in der nur solche Resol utionsschrit-
te zugelassen werden, in denen eine der Elternklauseln aus lauter negativen Literalen besteht.
Nicht-leere Klauseln, welche nur aus negativen Literalen bestehen, werden auch negative Klau-
seln genannt.

{X1L11!Lk} {_'Xa_'yl,1_'ym}

{Lla---’l—k,_‘yl,---,_‘ym}

Abbildung 40: Schema der N-Resolution

Zunéchst machen wir uns intuitiv klar, warum die Beschrénkung auf derartige N-Resolventen
sinnvoll ist. Der letzte Resolutionsschritt einer Widerlegung (der Lange > 1) resolviert stets
zwel zueinander komplementére Einheitsklauseln {x} und {—x}. Insbesondere besteht eine der
Elternklauseln, ndmlich {—x}, nur aus negativen Literalen. Die Klausel {—x} kann nur durch
Resolution

o entweder einer Klausel der Form {—y,—x} und einer der beiden Klauseln {y} oder {y,—x}

e oder einer negativen Einheitsklausel {—y} und der Klausel {y,—x}

entstanden sein. In jedem Fall ist eine negative Klausel beteiligt. Die positive Einheitsklausel
{x} kann zwar zun&chst durch die Resolvierung zweier nicht-negativer Klauseln, etwa {—z, x}
und entweder {z,x}, entstanden sein; jedoch kann man durch eine vorangestellte Resolvierung
mit der negativen Einheitsklausel {—x} die Elternklausel {—z,x} zu {—z} verkirzen.

Diese Uberlegungen motivieren die sogenannte N-Resolution, bei der ausschliellich solche Re-
solventen zugelassen sind, welche aus einer beliebigen Klausel und einer negativen Klausel ge-
bildet werden kdnnen. Das allgemeine Schema st in Abbildung 40 angegeben, wobel L1,...,Lx
beliebige Literale mit x ¢ {L1,...,Lx} und yz,...,ym Aussagensymbole mit x ¢ {y1,...,Ym}
sind.

Definition 4.56 (N-Herleitung). Eine N-Herleitung von A aus einer KNF-Formel « bezeichnet
eine Herleitung

<K11T117\1> <K21121}\2> <KTTL1TTTL1}\1TL>
von A aus «, so dass k1, ..., Kk, hegative Klauseln sind. [
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Andere Begriffe und Bezeichnungen, die fur die gewdhnliche Resolution eingefihrt wurden,
sind analog definiert. Der N-Resolutionsabschluss von « besteht aus allen Klauseln, fur die es
eine N-Herleitung aus « gibt. Er wird mit NRes*(«) bezeichnet. Eine N-Widerlegung fur o«
bezeichnet eine N-Herleitung der leeren Klausel aus «.

{x,y} {x,~y} {—,y} {—,—y}

N/

{—x}

{y} {—y}
LJ

Die Abbildung oben zeigt eine N-Widerlegung fr die unerfillbare KNF-Formel
(x VYA (xV=y)A(=xVy)A(=xVy).

Tatséchlich schrankt die N-Resolution oftmals die Anzahl an méglichen Resolventen erheblich
ein. Liegt z.B. die KNF-Formel

x = (xV—yVz) A (xVyV—z) A (xV-wV—-y) A xVwV—-z) A (—wV—z)

vor, so kdnnen unter der gewdhnlichen Resolution sieben Resolventen gebildet werden. Die
erste Klausel kann mit der zweiten (auf zwei Arten), vierten und finften Klausel resolviert
werden. Weiter konnen Resolventen aus der zweiten und dritten Klausel, aus der dritten und
vierten und aus der vierten und finften Klausel generiert werden. Man erhélt:

Resl(a) = aU
{ xz=z) Doy, ~yh Gy w), iy, —wh, {x-z-wh (Y, -z), (x,-z) )

Nun kénnen weitere Resolventen, z.B. aus{x, z,—z} und der ersten, zweiten, dritten und vierten
Klausel von o sowie aus {x,z,—z} und {x,—z,—w}, gebildet werden. Mit der N-Resolution ist
dagegen nur die Resolventenbildung zwischen der ersten und fiinften Klausel sowie der vierten
und der funften zuléssig, da nur die funfte Klausel —w \V —z aus lauter negativen Literalen
besteht und diese nur mit der ersten und vierten Klausel resolvierbar ist. Man erhdlt die beiden
N-Resolventen {x,—y,—w} und {x, —z}. Weitere N-Resolventen kdnnen nicht gebildet werden,
dadiese beiden Klauseln das positive Litera x enthalten. Aus der Widerlegungsvollsténdigkeit
der N-Resolution, (siehe Satz 4.57 unten) ergibt sich damit die Erfullbarkeit von o« mit der
Bildung von nur zwei N-Resolventen.

Die Korrektheit der N-Resolution als Kalkdl fur den Nachweis der Unerfillbarkeit ist klar, da
aus der Existenz einer N-Widerlegung die Aussage LI € Res*(«) folgt. Der Resolutionssatz
impliziert daher die Unerfullbarkeit von «. Interessanterweise ist die N-Resolution auch voll-
standig fur den Nachwels der Unerfillbarkeit. Wir zitieren das Ergebnis ohne Beweis:

Satz 4.57 (Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit der N-Resolution). Sei « eine
KNF-Formel. Dann gilt: « ist genau dann unerfillbar, wenn es eine N-Widerlegung fir « gibt.
(ohne Beweis)
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Bemerkung 4.58. Die Widerlegungsvollstéandigkeit der N-Resolution belegt nochmals die Er-
fUllbarkeit von KNF-Formeln, in denen jede Klausel wenigstens ein positives Literal besitzt.
Siehe Teil (a) von Lemma4.23 auf Seite 147. Aus den Klauseln solcher KNF-Formeln kénnen
keine N-Resolventen gebildet werden. Daher ist eine N-Widerlegung ausgeschlossen. |

Der Nachteil der N-Resolution ist, dass N-Widerlegungen oftmals langer als kirzeste Wider-
legungen sind. Wir erwéhnen ohne Beweis, dass es unerfillbare KNF-Formeln «;, gibt, deren
kirzeste Widerlegungen polynomielle Lange haben, wahrend ale N-Widerlegungen mindes-
tens exponentiell lang sind.

P-Resolution. In analoger Weise ist die P-Resolution definiert, bei der nur Resolventen aus
einer beliebigen Klausel und einer Klausel mit nur positiven Literalen gebildet werden dirfen.
Die Begriffe P-Herleitung und P-Widerlegung sind wie fir die N-Resolution definiert.  Die
Korrektheit und Widerlegungsvollstéandigkeit der P-Resolution kann wie fir die N-Resolution
beweisen werden. Eine gegebene KNF-Formel « ist aso genau dann unerfillbar, wenn es ei-
ne P-Widerlegung fir o« gibt. Ein Beispiel fir eine P-Widerlegung fur die unerfiillbare KNF-
Formel (x Vy) A (xV—y) A (—xVy) /A (—xV —y) istin Abbildung 41 angegeben.

{x,y} {x,~y} {—,y} {—,—y}

N {y}/ /

{ﬁx}
|_|

Abbildung 41: Beispiel fur eine P-Widerlegung

Lineare Resolution. Die N-Resolution schrankt zwar die Anzahl an Resolventen ein, so dass
unter Einsatz der N-Strategie oftmals eine deutliche Verbesserung im Resolutions-Algorithmus
zu verzeichnen ist; jedoch kénnen die zu N-Widerlegungen gehdrenden Graphen sehr komplexe
Struktur haben. Eine gezielte Suche nach Widerlegungen ist unter der Einschrdnkung der N-
Resolution nicht wirklich gewahrleistet. Analoges gilt fur die P-Resolution.

Lineare Resolution 16st sich von dem Schema des Resol utions-Algorithmus und sucht stattdes-
sen gezielt nach Herleitungen der leeren Klausel. Die Idee besteht darin, eine “lineare” Folge
von Klauseln A1,...,A;n zuU geniereren, so dass die i-te Klausel A; ein Resolvent von A;_; und
einer Klausel t; in c U{Aq,...,Ai_»} ist. Ty wird in diesem Kontext auch Seitenklausel genannt.
Sei A eine Klausel und o eine KNF-Formel. Eine Herleitung von A aus o wird linear genannt,
wenn sie die Gestalt

<}\0’T1!)\1> <A11T2’}\2> O\m—laTma}\m), WObe' }\m :)\
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K2
K1 K4 KNF-Formel «
als Klauselmenge

Abbildung 42: Schema einer linearen Resolution

hat. Eine lineare Widerlegung fir o« bezeichnet eine lineare Herleitung der leeren Klausel LI aus
«. Diein Abbildung 41 auf Seite 177 angegebene P-Widerlegung ist in der Tat zugleich eine
lineare Widerlegung. Lineare Widerlegungen sind zwar leichter lesbar, jedoch sind sie oftmals
wesentlich léanger (im schlimmsten Fall exponentiell 18nger) als kiirzeste gewdhnliche Widerle-
gungen. Wir erwdhnen ohne Beweis, dassjede Widerlegung im Wesentlichen durch Vertauschen
von Resolutionsschritten linearisiert werden kann, woraus sich die Widerlegungsvollstandigkeit
der linearen Resolution ergibt. Die Korrektheit ist aufgrund des Resolutionssatzes klar.

Input-Resolution. Ein Spezialfal linearer Resolution ist die sogenannte | nput-Resolution, in
der in jedem Resolutionsschritt eine der Klauseln k der zugrundegel egten KNF-Formel « als
Elternklausel eingesetzt werden muss. Eine Input-Herleitung aus einer KNF-Formel « ist eine
lineare Herleitung

<KO!K15}\1> <}\1’K2!)\2> <}\m—la|<ma)\m>

aus «, so dass kg, K1, - . ., kK Klauselnvon « sind. Input-Widerlegungen sind I nput-Herleitungen
der leeren Klausel. Am Beispiel der unerfillbaren KNF-Formel o« mit der induzierten Klausel -
menge

{x.uh{i—xyh{x,~yhL{—x,—y}}

kann man sich klarmachen, dass die Input-Resolution nicht widerlegungsvollstandig ist, dain
jedem Resolutionsschritt, in dem eine Klausel A mit einer Klausel k in « resolviert wird, eine
Klausel mit mindestens einem Literal entsteht. Man beachte, dass alle Klauseln in o zweiele-
mentig sind. Resolvierung mit einer Klausel « in « als Elternklausel liefert daher eine Klausel,
die wenigstenseines der Literale von k enthélt. Die leere Klausel kann daher nicht durch Input-
Herleitungen aus « generiert werden. Dennoch spielt die Input-Resolution eine wichtige Rolle
fur die Logikprogrammierung, da sie — wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden — fur die
Klasse der Hornformeln widerlegungsvollstéandig ist.

178



K2

K1 Ka « Ke KNF-Formel «
> als Klauselmenge
K3
VA
A1
\ AZ
\ AS
\ A4
\ A
5

Abbildung 43: Schema einer Input-Resolution

Resolution fur Hornformeln. Im Kontext der Logikprogrammierung spielt eine spezielle
Resolutionsstrategie fur Hornformeln eine wichtige Rolle, die auf einer Variante der linearen
Resolution beruht. Hierauf gehen wir nicht ein, sondern beenden diesen Abschnitt mit ein paar
einfachen Bemerkungen zur Resolution fir Hornformeln.

Lemma 4.59. Der Resolvent zweier Hornklauseln ist wieder eine Hornklausal.

Beweis. Seien k und T zwel Hornklauseln und A ein Resolvent von k und t; etwa

A= k\{x} U t\{—x}

wobei x € k und —x € 7. Die Elternklausel T enthalt hochstens ein positives Literal, wahrend
k aul3er x kein weiteres positives Literal enthdlt. Daher enthélt auch A hoéchstens ein positives
Literal. O

Z.B. haben die Klausein x A\y -z = —xV—-yVzund zAw — fase = —zV—w den
Resolventen
xAyAw — false = —xV -y V-w.

Die Resolventenbildung fur Hornklauseln ist sehr eingeschrankt. Je zwei Zielklauseln (also
Hornklauseln, die kein positives Literal enthalten) haben keine Resolventen. Ebenso wenig
koénnen Resolventen aus zwei Fakten (positiven Einheitsklauseln) gebildet werden. Zwei Re-
geln haben nur dann elnen Resol venten, wenn der Kopf der einen Regel im Rumpf der anderen
Regel vorkommt. Z.B. haben

xA\y—v = xV—yVv und xN\z—->w = xV-zVw

keinen Resolventen.
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Resolutionsstrategien fir Hornformeln. Da die N-Resolution fir alle Klauselmengen wider-
legungsvollstéandig ist, trifft dies nattirlich auch auf Hornformeln zu. Fir unerfillbare Hornfor-
meln kann daher stets eine Widerlegung angegeben werden, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Zielklausel as Elternklausel eingesetzt wird. Resolventenbildungen zwischen zwei defini-
ten Programmklauseln (Fakten oder Regeln) missen also nicht betrachtet werden.

Aus der Widerlegungsvollstandigleit der P-Resolution ergibt sich, dass unerfullbare Hornfor-
meln stets eine Widerlegung haben, in der in jedem Resolutionsschritt ein Faktum als Eltern-
klausel eingesetzt wird.

AlsBeispiel betrachten wir die unerfiillbare Hornformel
x = xNz—=>v) A (y—=z) AyA—v
= (—xV—zVv) A (—-yVz) Ay A —v

Das Bild unten zeigt links eine N-Widerlegung und rechs eine P-Widerlegung fur «. In diesem
Beispiel haben die N- und P-Widerlegung fur « also vallig unterschiedliche Struktur.

= vx—z} X} {z-yh {y) = ==z} {x {z-y} {y}

o YRRV

{v,—z} {z}

\{ﬁz}
Sy \{}/
N o

L

C=<

Ist eine der Elternklauseln eine Zielklausel und die andere Elternklausel entweder eine Regel
oder ein Faktum, so enthélt der Resolvent kein positives Literal. Daher sind N-Resolventen,
die aus den Klauseln einer Hornformel gebildet werden, stets Zielklauseln. Jede N-Herleitung
induziert daher eine Input-Herleitung.'® Aus der Widerlegungsvolsténdigkeit der N-Resolution
folgt daher die Widerlegungsvollstandigkeit der Input-Resolution fir Hornformeln.

The End

187Zunéchst miissen N-Herleitungen nicht linear sein. Liegt eine N-Herleitung aus einer Hornformel vor, so kann
diese durch Streichen von Resolutionsschritten, die fir die hergel eitete Hornklausel irrelevant sind, in eine lineare
N-Herleitung mit derselben hergeleiteten Klausel Uberfihrt werden. Dieseist dann zugleich eine Input-Herleitung.
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