Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1
UNTIL U € o oder aj_1 = q;

IF U € a; THEN gib “nein, a ist unerfullbar” aus

ELSE gib “ja, a ist erfullbar” aus
FI




Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort: O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1

Anzahl der Iterationen des Resolutionsalgorithmus
ist fiir 2KNF-Formeln durch ©O(n?) beschrankt



Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfiillbar  gdw U € Res*(c)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

Beispiel: a = y Ay A x ist unerfullbar.
Also gilt a IF —x, aber {-x} ¢ Res*(a) = aU{U}



Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

Sei = LiVLV...VL wobei Ly,..., L, Literale.

alF X gdw a A -\ st unerfillbar
gdw aANLi AL A ... AL, unerfiillbar

gdw U € Res*(aALiA...AL)
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Die Aussage des Resolutionssatzes folgt mit A = LU:

a ist unerfillbar gdw «a I false = U

gdw Ll € Res*(a)
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

ay ‘= a«;, I:=0;
REPEAT
a1 = o U Res(a;); i=i+1
UNTIL es gibt eine Klausel X' € a; mit ' C A
oder aj_1 = a;
IF es gibt eine Klausel X' € a; mit X' C )\
THEN gib “ja" aus

ELSE gib “nein” aus
FI




Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?

{X,y, _'z} {_'X7.y1 W} {Z’ W} {V}

N/

{ya —Z, W}

|

{y,w} C A Antwort: ja
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N-Resolution

N-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen

{X’ -y, z} {_'x’ _'W} {_'x7 -y, z} {X, _'W}
{~y,z,~w} {~y,z,~w}
N-Resolutionsschritt kein N-Resolutionsschritt

N-Herleitung: Herleitung (K1, 71, A1) ... (Kms Tms Am),
so dass K1, ..., Kkm Nur aus negativen
Literalen bestehen
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Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {-x-y}

|

{v} {-v}

NS

U



N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0

Es gilt stets: @ C NRes*(a) C Res*(a)

Folgerung: Korrektheit der N-Resolution
alk X fiir alle A € NRes*(a)

Insbesondere: Ist LI € NRes*(a), so ist a unerfiillbar.

Hauptsatz zur N-Resolution:

a unerfilllbar  gdw U € NRes*(a)
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{Xa -y, Z} {_'za_'w} {X’ —Z, W}

\ / \ / Wegen LI ¢ NRes*(c)

{x,7y, ~w} {x,~z} ist a erfiillbar.

NRes*(a) = a U {xV-yV-w, xV -z}
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P-Resolution

P-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus positiven Literalen bestehen

{_'X’ -y, z} {X’ W} {_'x7 -y, z} {X,—IW}
{v,z,w} {~y,z,~w}
P-Resolutionsschritt kein P-Resolutionsschritt

P-Herleitung: Herleitung (K1, 71, A1) .. (Km, Tm, Am),
so dass Ki,...,Km NUr aus positiven
Literalen bestehen
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {ﬂx, v}y {=x -y}

N S
W

{y}
\{ﬁx}
/



Lineare Resolution

K2

K1 Ka KNF-Formel o

Ks
als Klauselmenge

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) ce <)\m—1, Tm, Am)
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Beispiel: lineare Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {ﬂx, v}y {=x -y}

N S
W

{y}
\{ﬁx}
/



Ergebnisse zur linearen Resolution

Fur jede KNF-Formel a: und Klausel A gilt:

Ist A aus a durch eine lineare Herleitung
herleitbar, so gilt a IF .

Widerlegungsvollstandigkeit der linearen Resolution:

es gibt eine lineare

Widerlegung fiir o } gdw « ist unerfillbar

(ohne Beweis)
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Input-Resolution

kK1 2 Ry Ke KNF-Formel o

Rs als Klauselmenge
\[om\ N

\/\
4\A
5

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.

Korrektheit: Ist LI durch eine Input-Herleitung aus «
herleitbar, so ist a unerfullbar.

Unvollstandigkeit: es gibt unerfillbare KNF-Formeln,

die keine Input-Widerlegung haben, z.B.

a=(xVy)AxV-ay)A(=xVy)A(=xV-y)
ist unerfullbar, aber hat keine Input-Widerlegung

denn: alle Resolventen A = &\ {L} U 7\ {L}

mit £ € « enthalten mindestens ein Literal
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

Zielklausel Regel Regel
{-x, -z} {x,y,~z} {-x, w}
{ﬂyw_'z} {ﬂyw_'z7 W}

Zielklausel Regel
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Resolutionsstrategien fiir Hornformeln

Sei a eine Hornformel. Dann gilt:

« ist unerfullbar

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
als Elternklausel eingesetzt wird

Widerlegungsvollstandigkeit der N-Resolution
und der P-Resolution
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

{-v} Avix-zb {3 {zoy} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}

T

.

{~v}

<



Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

{~v} Avix-zb {x} {zy} {y}

N/ \/

{v,—z} {z}

{v}
/

U



Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

Regel Zielklausel Fa kt
{X7 Y, _'z} {_'X _'z}

NN
{-y, -z} {-z}

Zielklausel Zielklausel

Jede N-Herleitung aus einer Hornformel kann
als Input-Herleitung aufgefasst werden.
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Beispiel: N-Widerlegung fiir Hornformeln
(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

N-Widerlegung ist zugleich Input-Wiederlegung

({w} O S S S {y})
AN / |
N K l

{_'X’ _'Z}

T

.

{~y}

<
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