
Resolutionsalgorithmus 241

gegeben: KNF-Formel ααα

Aufgabe: prüfe mittels Resolution, ob ααα erfüllbar ist

α0 := αα0 := αα0 := α; i := 0i := 0i := 0;

REPEAT

αi+1 := αi ∪ Res(αi)αi+1 := αi ∪ Res(αi)αi+1 := αi ∪ Res(αi); i := i + 1i := i + 1i := i + 1

UNTIL � ∈ αi� ∈ αi� ∈ αi oder αi−1 = αiαi−1 = αiαi−1 = αi

IF � ∈ αi� ∈ αi� ∈ αi THEN gib “nein, ααα ist unerfüllbar” aus

ELSE gib “ja, ααα ist erfüllbar” aus
FI
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Resolutionsalgorithmus für 2KNF 254

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit höchstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit höchstens zwei Literalen.

Sei ααα eine 2KNF-Formel mit den Atomen x1, . . . , xnx1, . . . , xnx1, . . . , xn.

Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von ααα ?

Antwort: O(
n2
)O(

n2
)O(

n2
)
, genauer 2n(2n−1)2n(2n−1)2n(2n−1) +++ 2n2n2n +++ 111

Anzahl der Iterationen des Resolutionsalgorithmus
ist für 2KNF-Formeln durch O(n2)O(n2)O(n2) beschränkt
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Resolutionssatz und Vollständigkeit 261

Für jede KNF-Formel ααα gilt:

ααα unerfüllbar gdw � ∈ Res∗(α)� ∈ Res∗(α)� ∈ Res∗(α)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollständig
als Widerlegegungskalkül

aber: Resolution als Kalkül für logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollständig

Beispiel: ααα === y ∧ ¬y ∧ xy ∧ ¬y ∧ xy ∧ ¬y ∧ x ist unerfüllbar.

Also gilt α � ¬xα � ¬xα � ¬x , aber {¬x} /∈ Res∗(α){¬x} /∈ Res∗(α){¬x} /∈ Res∗(α) === α ∪ {�}α ∪ {�}α ∪ {�}
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Resolutionsalgorithmus für Folgerbarkeit 267

gegeben: KNF-Formel ααα, Klausel λλλ

Aufgabe: prüfe mittels Resolution, ob α � λα � λα � λ

Sei λ = L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lkλ = L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lkλ = L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lk , wobei L1, . . . , LkL1, . . . , LkL1, . . . , Lk Literale.

α � λα � λα � λ gdw α ∧ ¬λα ∧ ¬λα ∧ ¬λ ist unerfüllbar

gdw α ∧ L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Lkα ∧ L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Lkα ∧ L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Lk unerfüllbar

gdw � ∈ Res∗
(
α ∧ L1 ∧ . . . ∧ Lk

)� ∈ Res∗
(
α ∧ L1 ∧ . . . ∧ Lk

)� ∈ Res∗
(
α ∧ L1 ∧ . . . ∧ Lk

)

LLL ===

{ ¬x¬x¬x ::: falls L = xL = xL = x
xxx ::: falls L = ¬xL = ¬xL = ¬x

komplementäres
Literal
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln 271

Für jede nicht-tautologische KNF-Formel ααα und jede
nicht-tautologische Klausel λλλ gilt:

α � λα � λα � λ gdw

{
es gibt eine Klausel λ′ ∈ Res∗(α)λ′ ∈ Res∗(α)λ′ ∈ Res∗(α)
mit λ′ ⊆ λλ′ ⊆ λλ′ ⊆ λ

(ohne Beweis)

Die Aussage des Resolutionssatzes folgt mit λ = �λ = �λ = �:

ααα ist unerfüllbar gdw α � falseα � falseα � false === ���
gdw � ∈ Res∗(α)� ∈ Res∗(α)� ∈ Res∗(α)

��� === leere Klausel === leere Literalmenge
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Resolutionsalgorithmus für Folgerbarkeit 301

gegeben: KNF-Formel ααα, Klausel λλλ

Aufgabe: prüfe mittels Resolution, ob α � λα � λα � λ

α0 := αα0 := αα0 := α; i := 0i := 0i := 0;

REPEAT

αi+1 := αi ∪ Res(αi)αi+1 := αi ∪ Res(αi)αi+1 := αi ∪ Res(αi); i := i + 1i := i + 1i := i + 1

UNTIL es gibt eine Klausel λ′ ∈ αiλ′ ∈ αiλ′ ∈ αi mit λ′ ⊆ λλ′ ⊆ λλ′ ⊆ λ
oder αi−1 = αiαi−1 = αiαi−1 = αi

IF es gibt eine Klausel λ′ ∈ αiλ′ ∈ αiλ′ ∈ αi mit λ′ ⊆ λλ′ ⊆ λλ′ ⊆ λ
THEN gib “ja” aus
ELSE gib “nein” aus

FI
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus 311

ααα === (x ∨ y ∨ ¬z)(x ∨ y ∨ ¬z)(x ∨ y ∨ ¬z) ∧∧∧ (¬x ∨ y ∨ w)(¬x ∨ y ∨ w)(¬x ∨ y ∨ w) ∧∧∧ (z ∨ w)(z ∨ w)(z ∨ w) ∧∧∧ vvv

Gilt α � λα � λα � λ, wobei λ = y ∨ w ∨ ¬vλ = y ∨ w ∨ ¬vλ = y ∨ w ∨ ¬v ?

{x , y ,¬z}{x , y ,¬z}{x , y ,¬z} {¬x , y ,w}{¬x , y ,w}{¬x , y ,w} {z ,w}{z ,w}{z ,w} {v}{v}{v}

{y ,¬z,w}{y ,¬z ,w}{y ,¬z,w} {x , y ,w}{x , y ,w}{x , y ,w}

{y ,w}{y ,w}{y ,w} ⊆ λ⊆ λ⊆ λ Antwort: ja
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N-Resolution 411

N-Resolutionsschritt:

wie gewöhnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen

{x ,¬y , z}{x ,¬y , z}{x ,¬y , z} {¬x ,¬w}{¬x ,¬w}{¬x ,¬w}

{¬y , z ,¬w}{¬y , z,¬w}{¬y , z ,¬w}
N-Resolutionsschritt

{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z} {x ,¬w}{x ,¬w}{x ,¬w}

{¬y , z ,¬w}{¬y , z ,¬w}{¬y , z,¬w}
kein N-Resolutionsschritt

N-Herleitung: Herleitung 〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉,
so dass κ1, . . . , κmκ1, . . . , κmκ1, . . . , κm nur aus negativen
Literalen bestehen
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Beispiel: N-Widerlegung 423

ααα === (x ∨ y)(x ∨ y)(x ∨ y) ∧∧∧ (x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y) ∧∧∧ (¬x ∨ y)(¬x ∨ y)(¬x ∨ y) ∧∧∧ (¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)
unerfüllbare KNF-Formel

{x , y}{x , y}{x , y} {x ,¬y}{x ,¬y}{x ,¬y} {¬x , y}{¬x , y}{¬x , y} {¬x ,¬y}{¬x ,¬y}{¬x ,¬y}

{¬x}{¬x}{¬x}

{y}{y}{y} {¬y}{¬y}{¬y}

���
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N-Resolutionsabschluss 431

Sei ααα eine KNF-Formel.

Res∗(α)Res∗(α)Res∗(α) ===
⋃
i�0

Res i(α)
⋃
i�0

Res i(α)
⋃
i�0

Res i(α) NRes∗(α)NRes∗(α)NRes∗(α) ===
⋃
i�0

NRes i(α)
⋃
i�0

NRes i(α)
⋃
i�0

NRes i(α)

Es gilt stets: α ⊆ NRes∗(α) ⊆ Res∗(α)α ⊆ NRes∗(α) ⊆ Res∗(α)α ⊆ NRes∗(α) ⊆ Res∗(α)

Folgerung: Korrektheit der N-Resolution

α � λα � λα � λ für alle λ ∈ NRes∗(α)λ ∈ NRes∗(α)λ ∈ NRes∗(α)

Insbesondere: Ist � ∈ NRes∗(α)� ∈ NRes∗(α)� ∈ NRes∗(α), so ist ααα unerfüllbar.

Hauptsatz zur N-Resolution: (ohne Beweis)

ααα unerfüllbar gdw � ∈ NRes∗(α)� ∈ NRes∗(α)� ∈ NRes∗(α)
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss 436

ααα === (x ∨ ¬y ∨ z)(x ∨ ¬y ∨ z)(x ∨ ¬y ∨ z) ∧∧∧ (¬x ∨ y ∨ ¬z)(¬x ∨ y ∨ ¬z)(¬x ∨ y ∨ ¬z) ∧∧∧ (x ∨ ¬y ∨ ¬w)(x ∨ ¬y ∨ ¬w)(x ∨ ¬y ∨ ¬w) ∧∧∧
(x ∨ ¬z ∨ w)(x ∨ ¬z ∨ w)(x ∨ ¬z ∨ w) ∧∧∧ (¬z ∨ ¬w)(¬z ∨ ¬w)(¬z ∨ ¬w)���

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{x ,¬y , z}{x ,¬y , z}{x ,¬y , z} {¬z ,¬w}{¬z ,¬w}{¬z ,¬w} {x ,¬z,w}{x ,¬z ,w}{x ,¬z,w}

{x ,¬y ,¬w}{x ,¬y ,¬w}{x ,¬y ,¬w} {x ,¬z}{x ,¬z}{x ,¬z}

NRes∗(α) = α ∪ {
x ∨ ¬y ∨ ¬w , x ∨ ¬z }NRes∗(α) = α ∪ {
x ∨ ¬y ∨ ¬w , x ∨ ¬z }NRes∗(α) = α ∪ {
x ∨ ¬y ∨ ¬w , x ∨ ¬z }

Wegen � /∈ NRes∗(α)� /∈ NRes∗(α)� /∈ NRes∗(α)
ist ααα erfüllbar.
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P-Resolution 511

P-Resolutionsschritt:

wie gewöhnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus positiven Literalen bestehen

{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z} {x ,w}{x ,w}{x ,w}

{¬y , z ,w}{¬y , z,w}{¬y , z ,w}
P-Resolutionsschritt

{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z}{¬x ,¬y , z} {x ,¬w}{x ,¬w}{x ,¬w}

{¬y , z ,¬w}{¬y , z ,¬w}{¬y , z,¬w}
kein P-Resolutionsschritt

P-Herleitung: Herleitung 〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉〈κ1, τ1, λ1〉 . . . 〈κm, τm, λm〉,
so dass κ1, . . . , κmκ1, . . . , κmκ1, . . . , κm nur aus positiven
Literalen bestehen
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Beispiel: P-Widerlegung 523

ααα === (x ∨ y)(x ∨ y)(x ∨ y) ∧∧∧ (x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y) ∧∧∧ (¬x ∨ y)(¬x ∨ y)(¬x ∨ y) ∧∧∧ (¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)
unerfüllbare KNF-Formel

{x , y}{x , y}{x , y} {x ,¬y}{x ,¬y}{x ,¬y} {¬x , y}{¬x , y}{¬x , y} {¬x ,¬y}{¬x ,¬y}{¬x ,¬y}

{x}{x}{x}
{y}{y}{y}

{¬x}{¬x}{¬x}
���
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Lineare Resolution 611

KNF-Formel ααα
als Klauselmenge

κ1κ1κ1
κ2κ2κ2

κ3κ3κ3

κ4κ4κ4 κ5κ5κ5

λ1λ1λ1

λ2λ2λ2

λ3λ3λ3

λ4λ4λ4

λ5λ5λ5

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt

〈τ0, τ1, λ1〉 〈λ1, τ2, λ2〉 〈λ2, τ3, λ3〉 . . . 〈λm−1, τm, λm〉〈τ0, τ1, λ1〉 〈λ1, τ2, λ2〉 〈λ2, τ3, λ3〉 . . . 〈λm−1, τm, λm〉〈τ0, τ1, λ1〉 〈λ1, τ2, λ2〉 〈λ2, τ3, λ3〉 . . . 〈λm−1, τm, λm〉
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Beispiel: lineare Widerlegung 616

ααα === (x ∨ y)(x ∨ y)(x ∨ y) ∧∧∧ (x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y) ∧∧∧ (¬x ∨ y)(¬x ∨ y)(¬x ∨ y) ∧∧∧ (¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)
unerfüllbare KNF-Formel

{x , y}{x , y}{x , y} {x ,¬y}{x ,¬y}{x ,¬y} {¬x , y}{¬x , y}{¬x , y} {¬x ,¬y}{¬x ,¬y}{¬x ,¬y}

{x}{x}{x}
{y}{y}{y}

{¬x}{¬x}{¬x}
���
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Ergebnisse zur linearen Resolution 621

Für jede KNF-Formel ααα und Klausel λλλ gilt:

Ist λλλ aus ααα durch eine lineare Herleitung
herleitbar, so gilt α � λα � λα � λ.

Widerlegungsvollständigkeit der linearen Resolution:

es gibt eine lineare
Widerlegung für ααα

}
gdw ααα ist unerfüllbar

�
��

lineare Herleitung
der leeren Klausel

� = false� = false� = false

(ohne Beweis)
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Input-Resolution 631

KNF-Formel ααα
als Klauselmenge

κ1κ1κ1
κ2κ2κ2

κ3κ3κ3

κ4κ4κ4 κ5κ5κ5
κ6κ6κ6

λ1λ1λ1

λ2λ2λ2

λ3λ3λ3

λ4λ4λ4

λ5λ5λ5

Input-Herleitung aus ααα:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus ααα als Elternklausel eingesetzt wird
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Ergebnisse zur Input-Resolution 636

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollständig.

Korrektheit: Ist ��� durch eine Input-Herleitung aus ααα
herleitbar, so ist ααα unerfüllbar.

Unvollständigkeit: es gibt unerfüllbare KNF-Formeln,
die keine Input-Widerlegung haben, z.B.

ααα === (x ∨ y)(x ∨ y)(x ∨ y) ∧∧∧ (x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y)(x ∨ ¬y) ∧∧∧ (¬x ∨ y)(¬x ∨ y)(¬x ∨ y) ∧∧∧ (¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)(¬x ∨ ¬y)
ist unerfüllbar, aber hat keine Input-Widerlegung

denn: alle Resolventen λλλ === κ \ {L}κ \ {L}κ \ {L} ∪∪∪ τ \ {L}τ \ {L}τ \ {L}
mit κ ∈ ακ ∈ ακ ∈ α enthalten mindestens ein Literal
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Resolution für Hornformeln 801

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien κκκ, τττ Hornklauseln mit x ∈ κx ∈ κx ∈ κ und ¬x ∈ τ¬x ∈ τ¬x ∈ τ .

λλλ === κ \ {x}κ \ {x}κ \ {x} ∪∪∪ τ \ {¬x}τ \ {¬x}τ \ {¬x} ist eine Hornklausel

Zielklausel Regel Regel

{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}{¬x ,¬z} {x ,¬y ,¬z}{x ,¬y ,¬z}{x ,¬y ,¬z}

{¬y ,¬z}{¬y ,¬z}{¬y ,¬z}
Zielklausel

{¬x ,w}{¬x ,w}{¬x ,w}

{¬y ,¬z ,w}{¬y ,¬z,w}{¬y ,¬z,w}
Regel
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Resolutionsstrategien für Hornformeln 831

Sei ααα eine Hornformel. Dann gilt:

ααα ist unerfüllbar

gdw es gibt eine Widerlegung von ααα, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird

gdw es gibt eine Widerlegung von ααα, so dass
in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
als Elternklausel eingesetzt wird

Widerlegungsvollständigkeit der N-Resolution
und der P-Resolution
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Beispiel: N-Resolution für Hornformeln 836

(v → false)(v → false)(v → false) ∧∧∧ (x ∧ z → v)(x ∧ z → v)(x ∧ z → v) ∧∧∧ xxx ∧∧∧ (y → z)(y → z)(y → z) ∧∧∧ yyy���
einzige Zielklausel

{¬v}{¬v}{¬v} {v ,¬x ,¬z}{v ,¬x,¬z}{v ,¬x ,¬z} {x}{x}{x} {z ,¬y}{z ,¬y}{z ,¬y} {y}{y}{y}

{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}
{¬z}{¬z}{¬z}

{¬y}{¬y}{¬y}
���
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Beispiel: P-Resolution für Hornformeln 841

(v → false)(v → false)(v → false) ∧∧∧ (x ∧ z → v)(x ∧ z → v)(x ∧ z → v) ∧∧∧ xxx ∧∧∧ (y → z)(y → z)(y → z) ∧∧∧ yyy���
Fakt

���
Fakt

{¬v}{¬v}{¬v} {v ,¬x ,¬z}{v ,¬x,¬z}{v ,¬x ,¬z} {x}{x}{x} {z ,¬y}{z ,¬y}{z ,¬y} {y}{y}{y}

{v ,¬z}{v ,¬z}{v ,¬z} {z}{z}{z}

{v}{v}{v}
���
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Input-Resolution für Hornformeln 861

Die Input-Resolution ist für Hornformeln
widerlegungsvollständig.

Regel Zielklausel Fakt

{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}{x ,¬y ,¬z}{x ,¬y ,¬z}{x ,¬y ,¬z}

{¬y ,¬z}{¬y ,¬z}{¬y ,¬z}
Zielklausel

{x}{x}{x}

{¬z}{¬z}{¬z}
Zielklausel

Jede N-Herleitung aus einer Hornformel kann
als Input-Herleitung aufgefasst werden.
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Beispiel: N-Widerlegung für Hornformeln 866

(v → false)(v → false)(v → false) ∧∧∧ (x ∧ z → v)(x ∧ z → v)(x ∧ z → v) ∧∧∧ xxx ∧∧∧ (y → z)(y → z)(y → z) ∧∧∧ yyy

N-Widerlegung ist zugleich Input-Wiederlegung

{¬v}{¬v}{¬v} {v ,¬x ,¬z}{v ,¬x,¬z}{v ,¬x ,¬z} {x}{x}{x} {z ,¬y}{z ,¬y}{z ,¬y} {y}{y}{y}

{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}{¬x ,¬z}
{¬z}{¬z}{¬z}

{¬y}{¬y}{¬y}
���
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