Formale Systeme

1. Teil:

2. Teil:

Formale Sprachen und Automaten

Aussagenlogik
Grundbegriffe der Aussagenlogik

Hornformeln

SAT-Beweiser

Resolution —
binare Entscheidungsgraphen

quantifizierte Boolesche Formeln
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Mengenschreibweise fiir Klauseln, KNF-Formeln ..

fasse Klauseln als Mengen von Literalen auf

LiVLLV. ... VL~ {li, L. .. L}
xXVyVz ~ {x,—-y,z}
z ~ {z}
false = U ~ O

fasse KNF-Formeln als Mengen von Klauseln auf
KiANKa A NEm ~ {Ki, K2, ..., Km}

(xVay)AyA(-xvz) ~ {{x,~y}, {y}, {~x,2}}
true ~~ O
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Resolvent

Seien k, 7 zwei Klauseln und L ein Literal mit L € k
und L € 7. Dann wird die Klausel

A = s\ {L}ur\{T}

ein Resolvent von k und 7 genannt.

& und 7 heiBen Elternklauseln von A. Schreibweise:

n\/
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Resolvent

Seien k, 7 zwei Klauseln und L ein Literal mit L € k
und L € 7. Dann wird die Klausel

A = s\ {L}ur\{T}

ein Resolvent von k und 7 genannt.

Beispiel: Kk = xV-yVz T = XxVw

{x7y,2} {~xw}

{-v,z,w}
Klausel ~yVzVw
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Resolutionsabschluss und Herleitungen

Sei a eine KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.

Resolutionsabschluss von «:
Res*(c) = |J Res'(a) = Res*(a)

i=0

Fur alle Klauseln A gilt:
A € Res*(a) gdw {

es gibt eine Herleitung
von A aus «

Insbesondere: ist A aus a herleitbar, so gilt a IF A

ist LI aus « herleitbar, so ist & unerfullbar.
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Beispiel: Resolutionswiderlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x, v} {x,~v} {xy}  {=x-y}

N W
T~

U
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Resolutionssatz

Fur jede KNF-Formel o gilt:
« unerfiillbar ~ gdw U € Res*()

Beweis von “<=": folgt aus dem Resolventenlemma

Gilt U = false € Res*(a), so gilt a I false.
Also ist a unerfillbar.

Beweis von “=>": durch Induktion nach der Anzahl n
der in & vorkommenden Atome
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Induktionsschritt
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt.
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor.
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ag und oy unerfullbar.
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = a[x/0] und a1 = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)

Betrachte nun Widerlegungen fir ag und o
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)

Betrachte nun Widerlegungen fir ag und a3 und

o lifte die Widerlegung fiir ag zu einer
Herleitung von LI oder x aus «

o lifte die Widerlegung fiir a3 zu einer
Herleitung von Ll oder —x aus «
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)

Betrachte nun Widerlegungen fir ag und a3 und

o lifte die Widerlegung fiir ag zu einer
Herleitung von Ll oder x aus « Hieraus folgt:

e lifte die Widerlegung fiir oy zu einer| L € Res*(a)
Herleitung von Ll oder —x aus «
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Induktionsschritt

Sei o eine KNF-Formel mit n+1 Atomen, wobei n > 0.
Sei x ein Atom, das in a vorkommt. In den KNF-Formeln

ap = afx/0] und a; = afx/1]

kommen jeweils hochstens n Atome vor. Mit a sind auch
ap und a; unerfillbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

LI € Res*(ap) und U € Res*(a;)
Betrachte nun Widerlegungen fir ag und a3 und

o lifte die Widerlegung fiir ag zu einer {~x} {x}

Herleitung von X aus «o
o lifte die Widerlegung fiir a3 zu einer \ /
L

Herleitung von —X aus «
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]
(myVvVz)A(yVz)A -z
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]
(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁya Z} {y7 Z} {ﬂz}

|

{~v} {v}




Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]

(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁy7z} {y, Z} {ﬂz}

N

!

{~y}

{v}

a1 = afx/1]
(yV2)Az A -z




Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]

(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁy7 Z} {y, Z} {ﬂz}

N

!

{~y}

{v}

a1 = afx/1]
(yV2)Az A -z

{y,z2} {z} {-z}

\/




Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]

(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁy7 Z} {y, Z} {ﬂz}

N

!

{~y}

{v}

a1 = afx/1]
(yV2)Az A -z

{y,z2} {z} {-z}

\/

I
Wiedereinfiigen von —x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

225

(-xV2zZ) A~z
ap = afx/0]
(yV2)A(yVz) A~z z N\ -z
(w2 {1z {-2) ) (-7}

!

{~y}

N

{v}

;

\/

Wiedereinfiigen von —x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

(-xV2zZ) A~z
ap = afx/0]
(yV2)A(yVz) A~z z N\ -z
{-v} {rv} \ /
{-x}
1

I
Wiedereinfiigen von —x

26 /252



Beispiel: Lifting von Widerlegungen

(~xVz)A -z

ap = afx/0]

(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁ}’?z} {y7 Z} {ﬂz}

N

!

{~y}

\LI

{v}

Herleitung von {—x}
aus a

{=x,z} {-z}

\/

{=x}
1

I
Wiedereinfiigen von —x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

ap = afx/0]
(myVvVz)A(yVz)A -z

{ﬁy7z} {y, Z} {ﬂz}

|

{~v} {v}

T

Herleitung von {—x}
aus a

{=x,z} {-z}

\/

{=x}

|
Wiedereinfugen von x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

(xV-yvz)A(yVz) A~z

Herleitung von {—x}
aus a

{-y,z} {y,z} {-z} {=x,z} {-z}

.,

|
Wiedereinfugen von x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

(xV-yvz)A(yVz) A~z

Herleitung von {—x}
aus a

{x,7y,z} {y,z} {-z} {=x,z} {-z}

{x, ﬂly}/g}l'} \ /

N {~x}
T {x}

Wiedereinfugen von x
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Herleitung von {x}
aus a

{X7 -y, Z} {y, Z} {ﬂz}

!

N

{x,~y} {v}

N\

{x}

Herleitung von {—x}
aus a

{=x,z} {-z}

\/

{=x}
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Herleitung von {x}
aus a

{X7 -y, Z} {y, Z} {ﬂz}

|

{x,~y} {v}

N\

{x}

Herleitung von {—x}
aus a

{=x,z} {-z}

\/

{=x}

kombiniere diese Herleitungen zu einer Widerlegung
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Kombination der Herleitungen von {x} und {-x}

{X7 —ly,Z} {y7 Z} {—IX, Z} {ﬂz}

!

{x,~y} {v}
{x}

{=x}
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Beispiel: Lifting von Widerlegungen

a = (xVayVz)A(yVz)A(-xVz)A-z

Kombination der Herleitungen von {x} und {-x}

{X7 —ly,Z} {y7 Z} {—IX, Z} {ﬂz}

!

{x,~y} {v}
{—x}

{X}\ | / Widerlegung

fur a
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Resolutionssatz induziert Erfullbarkeitstest
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Resolutionssatz induziert Erfullbarkeitstest

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfillbar  gdw U € Res*(a)

Anwendung fir KNF-SAT-Beweiser:

gegeben: KNF-Formel a

Methode: berechne Res*(a) und
priife, ob Ll ¢ Res*(«)
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Resolutionsalgorithmus
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

240

REPEAT
aiy1 = ajU Res(a;);

UNTIL

i=i+1
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € «; oder
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € o oder aj_1 = q;
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1
UNTIL U € o oder aj_1 = q;

IF U € a; THEN gib “nein, a ist unerfullbar” aus

B,
FI
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1
UNTIL U € o oder aj_1 = q;

IF U € a; THEN gib “nein, a ist unerfullbar” aus

ELSE gib “ja, a ist erfullbar” aus
FI
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel a@ mit Atomen xp, ..., X,

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € o oder aj_1 = q;

Anzahl an Iterationen: exp(n) im schlimmsten Fall
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel a@ mit Atomen xp, ..., X,

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € o oder aj_1 = q;

Anzahl an Iterationen: exp(n) im schlimmsten Fall

Beispiel: Pigeonhole-Formeln ...
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel a@ mit Atomen xp, ..., X,

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € o oder aj_1 = q;

Anzahl an Iterationen: exp(n) im schlimmsten Fall

aber effizienter fur spezielle KNF-Typen
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Resolutionsalgorithmus

gegeben: KNF-Formel a@ mit Atomen xp, ..., X,

Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a erfillbar ist

REPEAT
ajiy1 = o U Res(a,-); i=i+1

UNTIL U € o oder aj_1 = q;

Anzahl an Iterationen: exp(n) im schlimmsten Fall

aber effizienter fir spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Beispiele:
“zA(yVzZ)A(xV-y)A(-xV-y)
L KNF-Formel bestehend aus der leeren Klausel

true KNF-Formel bestehend aus 0 Klausel
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Beispiele:
“zA(yVzZ)A(xV-y)A(-xV-y)
L KNF-Formel bestehend aus der leeren Klausel

true KNF-Formel bestehend aus 0 Klausel
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x -y}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x-y}

N

{~y}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x-y}

e N

{v} {~v}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x -y}

LN

v}  {zx} {~v}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x -y}

|1 > X

v} {zx} {z,~x} {-v}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x -y}

|1 > X

v} {zx} {z,~x} {-v}

N S

{z}
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

{-z} Ay,z} {x,y}  {-x -y}

|1 < X

v} {zx} {z,~x} {~v}

M
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.

Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von a@ ?
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort: (’)(nz)
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort:  O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort: O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1

leere Klausel
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort:  O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1

T

Einheitsklausel
X; oder —x;
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Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort:  O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1

Klauseln Ly V Ly, wobei Ly # Ly und
Ll, L2 € {X1, ey Xpy T X1y e e ey —IX,,}

62 /252



Resolutionsalgorithmus fiir 2KNF

2KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel

Alle Resolventen von 2KNF-Formeln sind Klauseln
mit hochstens zwei Literalen.

Sei o eine 2KNF-Formel mit den Atomen x, ..., X,.
Was ist die maximale Anzahl an Resolventen von @ ?

Antwort:  O(n?), genauer 2n(2n—1) + 2n + 1

Anzahl der Iterationen des Resolutionsalgorithmus
ist fiir 2KNF-Formeln durch ©O(n?) beschrankt
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?

Antwort: nein
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?

Antwort: nein, denn Resolventen von 3KNF-Formeln
konnen vier oder mehr Literale haben
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?

Antwort: nein, denn Resolventen von 3KNF-Formeln
konnen vier oder mehr Literale haben

{X7.V1Z} {ﬂxw v, W} {_'Y7 t, U}
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?

Antwort: nein, denn Resolventen von 3KNF-Formeln
konnen vier oder mehr Literale haben

{X,y,Z} {ﬂxw v, W} {_'Y7 t, U}

N

{y7 z7 V’ W}
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Resolutionsalgorithmus fiir 3KNF

3KNF-Formeln: KNF-Formeln mit hochstens
drei Literalen pro Klausel

Ist die Anzahl an Iterationen fur 3KNF-Formeln
durch O(n®) beschrankt ?

Antwort: nein, denn Resolventen von 3KNF-Formeln
konnen vier oder mehr Literale haben

{x,y,2} {-x, v, w} {-y, t,u}
NS /
{y,z,v,w} S

{z,v,w,t,u}
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfiillbar  gdw U € Res*(c)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkul
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

260

Fur jede KNF-Formel o gilt:

a unerfullbar  gdw

LI € Res*(a)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig

aber:

als Widerlegegungskalkul

Resolution als Kalkil fur logische Folgerbarkeit

ist zwar korrekt, aber unvollstandig
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Resol

utionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
« unerfiillbar ~ gdw U € Res*()

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig

aber:

als Widerlegegungskalkdl

Resolution als Kalkil fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

:

Resolventenlemma:
alk A fir jede Klausel A € Res*(«)
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
« unerfiillbar ~ gdw U € Res*()

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

;

alF X\ und A ¢ Res*(a) ist moglich
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:

a unerfullbar  gdw

LI € Res*(a)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig

als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit

ist zwar korrekt, aber unvollstandig

Beispiel: a = y A~y A x ist unerfullbar.
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfiillbar  gdw U € Res*(c)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

Beispiel: a = y A~y A x ist unerfullbar.

Also gilt a IF —x
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Resolutionssatz und Vollstandigkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfiillbar  gdw U € Res*(c)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

Beispiel: a = y A~y A x ist unerfullbar.
Also gilt a IF —x, aber {-x} ¢ Res*(a) = aU{U}
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Resolutionssatz und Folgerbarkeit

Fur jede KNF-Formel o gilt:
a unerfiillbar  gdw U € Res*(c)

Folgerung: Resolution ist korrekt und vollstandig
als Widerlegegungskalkdl

aber: Resolution als Kalkul fur logische Folgerbarkeit
ist zwar korrekt, aber unvollstandig

dennoch: Resolution einsetzbar fiir Folgerungstest
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

Sei = LiVLV...VL wobei Ly,..., L, Literale.
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

Sei = LiVLV...VL wobei Ly,..., L, Literale.

alF X gdw a A -\ st unerfillbar
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

Sei\ = LiVLV...V L wobei Lq,...,Lg Literale.

alF X gdw a A -\ st unerfillbar

gdw aANLi AL A ... AL, unerfiillbar
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

Sei = LiVLV...VL wobei Ly,..., L, Literale.

alF X gdw a A -\ st unerfillbar
gdw aANLi AL A ... AL, unerfiillbar

gdw U € Res*(aALiA...AL)
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

alF A gdw
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A\ gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A\ gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Die Aussage des Resolutionssatzes folgt mit A = LU:
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A\ gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Die Aussage des Resolutionssatzes folgt mit A = LU:

a ist unerfillbar gdw «a I false = U
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Die Aussage des Resolutionssatzes folgt mit A = LU:

a ist unerfillbar gdw «a I false = U

gdw U € Res*(a)
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel o und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

... falsch fur tautologische KNF-Formeln oder Klauseln
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel o und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

falsch fur tautologische KNF-Formeln:

a = true = /\ = leere Klauselmenge
€D
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel o und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

falsch fur tautologische KNF-Formeln:
a = true = /\ ... = leere Klauselmenge
€D
Res*(a) = @,
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel o und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

falsch fur tautologische KNF-Formeln:
a = true = /\ ... = leere Klauselmenge
I €2
Res*(a) = @, aberz.B. alF X\ fir A= xV —~x
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

falsch fir tautologische Klauseln
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

falsch fur tautologische Klauseln , z.B.
a = (xV-y)A(xV-z) erfillbar, nicht giiltig

Res*(a) = a, aber z.B. alF A fiir A = x V —x
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A\ gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Spezialfall: Sei a erfiillbar und A eine Einheitsheitsklausel,
d.h., A = L fur ein Literal L.
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Resolutionsherleitbarkeit von Klauseln

Fur jede nicht-tautologische KNF-Formel a: und jede
nicht-tautologische Klausel A gilt:

es gibt eine Klausel \' € Res*(a)

alF A\ gdw{mit)\'g)\

(ohne Beweis)

Spezialfall: Sei a erfiillbar und A eine Einheitsheitsklausel,
d.h., A =L fir ein Literal L. Dann gilt:

alFL gdw L € Res*()
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

ay ‘= a«;, I:=0;
REPEAT
a1 = o U Res(a;); i=i+1
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

ay ‘= a«;, I:=0;
REPEAT
a1 = o U Res(a;); i=i+1
UNTIL es gibt eine Klausel X' € a; mit ' C A
oder
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

ay ‘= a«;, I:=0;
REPEAT
a1 = o U Res(a;); i=i+1
UNTIL es gibt eine Klausel X' € a; mit ' C A
oder aj_1 = a;
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Resolutionsalgorithmus fiir Folgerbarkeit

gegeben: KNF-Formel o, Klausel A
Aufgabe: prife mittels Resolution, ob a IF A

ay ‘= a«;, I:=0;
REPEAT
a1 = o U Res(a;); i=i+1
UNTIL es gibt eine Klausel X' € a; mit ' C A
oder aj_1 = a;
IF es gibt eine Klausel X' € a; mit X' C )\
THEN gib “ja" aus

ELSE gib “nein” aus
FI
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?

{X,y, _'z} {_'X7.y1 W} {Z’ W} {V}
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?

{X,y, _'z} {_'X7.y1 W} {Z’ W} {V}

N/

{ya —Z, W}
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?

{X,y, _'z} {_'X7.y1 W} {Z’ W} {V}

N/

{ya —Z, W}

|

{y,w}
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Beispiel: Resolutionsalgorithmus

a = (xVyV-z)A(-xVyVw)A(zVw)Av

Gilta IF X\, wobei A\ =yVwV-yv?

{X,y, _'z} {_'X7.y1 W} {Z’ W} {V}

N/

{ya —Z, W}

|

{y,w} C A Antwort: ja
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Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus

110/ 252



Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus

angewandt auf eine KNF-Formel @ uiber xq, ..., x,
Erfiillbarkeitstest: gilt LI ¢ Res*(a) ?
Folgerungstest:  gilt a IF A fur gegebene Klausel A ?

Laufzeit:

e exp(n) im schlimmsten Fall

e polynomielle Zeitbeschrankung nur fur
spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF
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Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus

angewandt auf eine KNF-Formel @ uiber xq, ..., x,
Erfiillbarkeitstest: gilt LI ¢ Res*(a) ?
Folgerungstest:  gilt a IF A fur gegebene Klausel A ?

Laufzeit:

e exp(n) im schlimmsten Fall

e polynomielle Zeitbeschrankung nur fur
spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF

zur Steigerung der Effizienz: Resolutionsstrategien
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Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus a0

angewandt auf eine KNF-Formel @ uiber xq, ..., x,
Erfiillbarkeitstest: gilt LI ¢ Res*(a) ?
Folgerungstest:  gilt a IF A fur gegebene Klausel A ?

Laufzeit:

e exp(n) im schlimmsten Fall

e polynomielle Zeitbeschrankung nur fur
spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF

zur Steigerung der Effizienz: Resolutionsstrategien, z.B.

syntaktische Restriktionen fiir Resolventenbildung,
um die Anzahl an moglichen Resolventen einzuschranken
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Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus

angewandt auf eine KNF-Formel @ uiber xq, ..., x,
Erfiillbarkeitstest: gilt LI ¢ Res*(a) ?
Folgerungstest:  gilt a IF A fur gegebene Klausel A ?

Laufzeit:

e exp(n) im schlimmsten Fall

e polynomielle Zeitbeschrankung nur fur
spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF

zur Steigerung der Effizienz: Resolutionsstrategien, z.B.

N-Resolution lineare Resolution
: _ u.a.
P-Resolution Input-Resolution
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Verfeinerungen des Resolutionsalgorithmus

angewandt auf eine KNF-Formel @ uiber xq, ..., X,
Erfiillbarkeitstest: gilt LI ¢ Res*(a) ?
Folgerungstest:  gilt a IF A fur gegebene Klausel A ?

Laufzeit:
e exp(n) im schlimmsten Fall
e polynomielle Zeitbeschrankung nur fur
spezielle KNF-Typen, z.B. 2KNF

zur Steigerung der Effizienz: Resolutionsstrategien, z.B.

N-Resolution

P-Resolution
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N-Resolution
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N-Resolution

N-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen
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N-Resolution

N-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen

{x,7y, 2z} {=x,—w}

N/

{_'y1 Z, ﬂVV}

N-Resolutionsschritt
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N-Resolution

N-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen

{x;my,z}  {—x,~w} {=x,~y,z}  {x,~w}
N/ N/
{-y,z,~w} {-y,z,~w}

N-Resolutionsschritt kein N-Resolutionsschritt
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N-Resolution

N-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus negativen Literalen bestehen

{X’ -y, z} {_'x’ _'W} {_'x7 -y, z} {X, _'W}
{~y,z,~w} {~y,z,~w}
N-Resolutionsschritt kein N-Resolutionsschritt

N-Herleitung: Herleitung (K1, 71, A1) ... (Kms Tms Am),
so dass K1, ..., Kkm Nur aus negativen
Literalen bestehen
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Beispiel: N-Widerlegung

121 /252



Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel
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Beispiel: N-Widerlegung
a = (xVy) A(xV-y) A(=xVy) A (=xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {-x-v}

N
T~

U

Widerlegung, aber keine N-Widerlegung
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Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

i {x,y} {x, ﬂy}\ {-x,y}  {=x-v}
VARY
: <

Widerlegung, aber keine N-Widerlegung

124 /252



Beispiel: N-Widerlegung
a = (xVy) A(xV-y) A(=xVy) A (=xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {=x-v}

N/

{=x}
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Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {-x-y}

¥
/ﬁx

{r}
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Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {-x-y}

N/

{—x}

k/////

{v} {-v}
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Beispiel: N-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,y} {x,~v} {xy}  {-x-y}

|

{v} {~v}

NS

U



N-Resolutionsabschluss
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N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0
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N-Resolutionsabschluss

430

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a)) = |J NRes'(c)

i=0 i=0
Menge aller Klauseln, Menge aller Klauseln,
fur die es eine fur die es eine

Herleitung aus a gibt N-Herleitung aus a gibt
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N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0

Es gilt stets: @ C NRes*(a) C Res*(a)
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N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0

Es gilt stets: @ C NRes*(a) C Res*(a)

Folgerung: Korrektheit der N-Resolution
alk X fiir alle A € NRes*(a)
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N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0

Es gilt stets: @ C NRes*(a) C Res*(a)

Folgerung: Korrektheit der N-Resolution
alk X fiir alle A € NRes*(a)

Insbesondere: Ist LI € NRes*(a), so ist a unerfiillbar.
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N-Resolutionsabschluss

Sei a eine KNF-Formel.

Res*(a) = |J Res’(a)  NRes*(a) = |J NRes'(a)

i=0 i=0

Es gilt stets: @ C NRes*(a) C Res*(a)

Folgerung: Korrektheit der N-Resolution
alk X fiir alle A € NRes*(a)

Insbesondere: Ist LI € NRes*(a), so ist a unerfiillbar.

Hauptsatz zur N-Resolution:

a unerfilllbar  gdw U € NRes*(a)

135/25
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)

viele Resolventen, aber nur zwei N-Resolventen
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xVozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

viele Resolventen, aber nur zwei N-Resolventen
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVz) A~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xVozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVz) A~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xVozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{x,7y, 2} {-z,~w}

N/

{x,~y,~w}
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{x,y,z}  {-z,~w} {x,-z,w}

NSNS

{x,7y,~w}  {x,-z}
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{Xa -y, Z} {_'za_'w} {X’ —Z, W}

NSNS

{x,7y,~w}  {x,-z}

NRes*(a) = a U {xV-yV-w, xV -z}
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Beispiel: N-Resolutionsabschluss

a= (xVayVvVz) A(~xVyV-z)A(xV-yV-w)A
(xV-ozvw) A (mzV-w)

.

einzige Klausel bestehend
aus negativen Literalen

{Xa -y, Z} {_'za_'w} {X’ —Z, W}

\ / \ / Wegen LI ¢ NRes*(c)

{x,7y, ~w} {x,~z} ist a erfiillbar.

NRes*(a) = a U {xV-yV-w, xV -z}
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Resolutionsstrategien

e N-Resolution
e P-Resolution
e lineare Resolution

e Input-Resolution
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P-Resolution

P-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus positiven Literalen bestehen
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P-Resolution

P-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus positiven Literalen bestehen

{=x,~y,z}  {x,w} {=x,~y,z}  {x,~w}
N4 N/
{~y,z,w} {~y,z,~w}

P-Resolutionsschritt kein P-Resolutionsschritt
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P-Resolution

P-Resolutionsschritt:

wie gewohnlicher Resolutionsschritt, aber eine der
Elternklauseln muss aus positiven Literalen bestehen

{_'X’ -y, z} {X’ W} {_'x7 -y, z} {X,—IW}
{v,z,w} {~y,z,~w}
P-Resolutionsschritt kein P-Resolutionsschritt

P-Herleitung: Herleitung (K1, 71, A1) .. (Km, Tm, Am),
so dass Ki,...,Km NUr aus positiven
Literalen bestehen
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {xy}  {-x-y}
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {xy}  {=x-y}

N
)
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {xy}  {-x-y}

g
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Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {ﬂX.y} {=x,~y}

NS
W

{y}
{ﬁx}



Beispiel: P-Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {ﬂx, v}y {x -y}

N S
W

{y}
\{ﬁx}
/



Ergebnisse zur P-Resolution

... wie fur die N-Resolution ...
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Ergebnisse zur P-Resolution

Fiir jede KNF-Formel a gilt: a C PRes*(a) C Res*(«)
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Ergebnisse zur P-Resolution

Fiir jede KNF-Formel a gilt: a C PRes*(a) C Res*(«)

Folgerung: Korrektheit der P-Resolution
alk X fir alle A € PRes*(«)
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Ergebnisse zur P-Resolution

Fiir jede KNF-Formel a gilt: a C PRes*(a) C Res*(«)

Folgerung: Korrektheit der P-Resolution
alk X fir alle A € PRes*(«)

Hauptsatz zur P-Resolution:

a unerfiillbar  gdw U € PRes*(a)
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Resolutionsstrategien

e N-Resolution
e P-Resolution
e lineare Resolution

e Input-Resolution
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Lineare Resolution
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Lineare Resolution

K1 K2 Ka KNF-Formel o

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) cee <)\m—1, Tm, Am)
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Lineare Resolution

K1 Ka - KNF-Formel o
\ / o als Klauselmenge

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) cee <)\m—1, Tm, Am)
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Lineare Resolution

K1 K2 Ka - KNF-Formel o
\ / o als Klauselmenge
A1 [

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) cee <)\m—1, Tm, Am)
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Lineare Resolution

K1 K2 Ka KNF-Formel o

s s Klausel
\ o als Klauselmenge

\J[

\A
\\;A
3

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) cee <)\m—1, Tm, Am)
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Lineare Resolution

K1 K2 Ka KNF-Formel o

" s Klausel
\ o als Klauselmenge

\J[

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) cee <)\m—1, Tm, Am)
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Lineare Resolution

K2

K1 Ka KNF-Formel o

Ks
als Klauselmenge

lineare Herleitung: Herleitung der Gestalt
<TO) 71, A1) <)‘17 T2, A2) <A27 73, A3) ce <)\m—1, Tm, Am)
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Beispiel: lineare Widerlegung

a = (xVy)A(xV-y)A(=xVy) A (~xV-y)

unerfullbare KNF-Formel

{x,v} {x,~v} {ﬂx, v}y {=x -y}

N S
W

{y}
\{ﬁx}
/



Ergebnisse zur linearen Resolution
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Ergebnisse zur linearen Resolution

Fur jede KNF-Formel a: und Klausel A gilt:

Ist A aus a durch eine lineare Herleitung
herleitbar, so gilt a IF \.

168 / 252



Ergebnisse zur linearen Resolution

Fur jede KNF-Formel a: und Klausel A gilt:

Ist A aus a durch eine lineare Herleitung
herleitbar, so gilt a IF .

es gibt eine lineare

T~ } =—> « ist unerfullbar
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Ergebnisse zur linearen Resolution

Fur jede KNF-Formel a: und Klausel A gilt:

Ist A aus a durch eine lineare Herleitung
herleitbar, so gilt a IF .

Widerlegungsvollstandigkeit der linearen Resolution:

es gibt eine lineare

Widerlegung fiir o } gdw « ist unerfillbar

(ohne Beweis)
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Input-Resolution
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Input-Resolution

kK1 2 Ry Ke KNF-Formel o

Ks als Klauselmenge
K3

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution

als Klauselmenge

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution

als Klauselmenge

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution

kK1 2 Ry . K KNF-Formel o
/ 5 als Klauselmenge
\ [
N
A3

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution

kK1 2 Ry Ke KNF-Formel o

Rs als Klauselmenge
\[om\ N

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution

K1 Ka K6 KNF-Formel o

Rs als Klauselmenge
S\

\/\
4\A
5

Input-Herleitung aus a:

lineare Herleitung, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus a als Elternklausel eingesetzt wird
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Ergebnisse zur Input-Resolution
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.

Korrektheit: Ist LI durch eine Input-Herleitung aus «
herleitbar, so ist a unerfullbar.
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.

Korrektheit: Ist LI durch eine Input-Herleitung aus «
herleitbar, so ist a unerfullbar.

Unvollstandigkeit: es gibt unerfillbare KNF-Formeln,
die keine Input-Widerlegung haben
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.

Korrektheit: Ist LI durch eine Input-Herleitung aus «
herleitbar, so ist a unerfullbar.

Unvollstandigkeit: es gibt unerfillbare KNF-Formeln,
die keine Input-Widerlegung haben, z.B.

a=(xVy)AxV-ay)A(=xVy)A(=xV-y)
ist unerfullbar, aber hat keine Input-Widerlegung
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Ergebnisse zur Input-Resolution

Die Input-Resolution ist korrekt, aber unvollstandig.

Korrektheit: Ist LI durch eine Input-Herleitung aus «
herleitbar, so ist a unerfullbar.

Unvollstandigkeit: es gibt unerfillbare KNF-Formeln,

die keine Input-Widerlegung haben, z.B.

a=(xVy)AxV-ay)A(=xVy)A(=xV-y)
ist unerfullbar, aber hat keine Input-Widerlegung

denn: alle Resolventen A = &\ {L} U 7\ {L}

mit £ € a enthalten mindestens ein Literal
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Resolution fur Hornformeln
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

{_'X’ ﬂz} {X» Y, ﬂz}

N

{-y,~z}
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

Zielklausel Regel
{_'X’ ﬂz} {X» Yy, ﬂz}
{-y, -z}

Zielklausel
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

Zielklausel Regel Regel
{-x, -z} {x,y,~z} {-x, w}
{ﬂyw_'z} {ﬂyw_'z7 W}

Zielklausel Regel
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Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

Resolventenbildung nur moglich, wenn wenigstens eine
der Elternklauseln

e cine Regel oder Zielklausel ist

e ecine Regel oder ein Faktum ist

190 /252



Resolution fur Hornformeln

Resolventen von Hornklauseln sind Hornklauseln.

Beweis: Seien k, 7 Hornklauseln mit x € Kk und =x € 7.

A = &\ {x} U7\ {~x} ist eine Hornklausel

Resolventenbildung nur moglich, wenn wenigstens eine
der Elternklauseln

e cine Regel oder Zielklausel ist

e ecine Regel oder ein Faktum ist

{-x,~y}  {~x} {x} {v}

zwei Zielklauseln: zwei Fakten:
kein Resolvent kein Resolvent
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Resolutionsstrategien fiir Hornformeln
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Resolutionsstrategien fiir Hornformeln

Sei a eine Hornformel. Dann gilt:

gdw

« ist unerfullbar

es gibt eine Widerlegung von «, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird
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Resolutionsstrategien fiir Hornformeln

Sei a eine Hornformel. Dann gilt:

« ist unerfullbar

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird

Widerlegungsvollstandigkeit der N-Resolution

194 /252



Resolutionsstrategien fiir Hornformeln

Sei a eine Hornformel. Dann gilt:

« ist unerfullbar

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
als Elternklausel eingesetzt wird

Widerlegungsvollstandigkeit der N-Resolution
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Resolutionsstrategien fiir Hornformeln

Sei a eine Hornformel. Dann gilt:

« ist unerfullbar

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt eine Zielklausel
als Elternklausel eingesetzt wird

gdw es gibt eine Widerlegung von a, so dass
in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
als Elternklausel eingesetzt wird

Widerlegungsvollstandigkeit der N-Resolution
und der P-Resolution
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=>v) Ax A (y—=2) Ay

T

einzige Zielklausel
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {3 {zy} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

{-v} Avix-zb {3 {zy} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}

T
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {3 {zoy} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}

T

.

{-yv}
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Beispiel: N-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

{-v} Avix-zb {3 {zoy} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}

T

.

{~v}

/
LI
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

P-Resolution fur Hornformeln:

verwende in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
(positive Einheitsklausel) als Elternklausel
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

1 I

Fakt Fakt

P-Resolution fur Hornformeln:

verwende in jedem Resolutionsschritt ein Faktum
(positive Einheitsklausel) als Elternklausel
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {x}  {z-y} {y}
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {x}  {z-y} {y}

N/

{V’ ﬁz}
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {x} {zy} {y}

N/ \/

{v,—z} {z}
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Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

v} Avix-zb {x} {zy} {y}

N/ \/

{v,—z} {z}

N

{v}



Beispiel: P-Resolution fiir Hornformeln

(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

{~v} Avix-zb {x} {zy} {y}

N/ \/

{v,—z} {z}

{v}
/

U



Input-Resolution fiir Hornformeln
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Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

d.h., a ist genau dann unerfullbar wenn es eine
Widerlegung gibt, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus « als Elternklausel eingesetzt wird
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Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

d.h., a ist genau dann unerfullbar wenn es eine
Widerlegung gibt, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus « als Elternklausel eingesetzt wird

Warum 777
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Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

d.h., a ist genau dann unerfullbar wenn es eine
Widerlegung gibt, so dass in jedem Resolutionsschritt
eine Klausel aus « als Elternklausel eingesetzt wird

Warum 777

Jede N-Herleitung aus einer Hornformel kann
als Input-Herleitung aufgefasst werden.
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Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

Regel Zielklausel Fa kt
{X7 Y, _'z} {_'X _'z}

NN
{-y, -z} {-z}

Zielklausel Zielklausel

Jede N-Herleitung aus einer Hornformel kann
als Input-Herleitung aufgefasst werden.
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Input-Resolution fiir Hornformeln

Die Input-Resolution ist fur Hornformeln
widerlegungsvollstandig.

Regel Zielklausel Fa kt
{X7 Y, _'z} {_'X _'z}

NN /
{-y,—-z} {-z}
Zielklausel Zielklausel

N-Resolventen aus Hornklauseln sind Zielklauseln.
Und diese sind nur mit einer Regel oder einem Faktum
der Eingabeformel resolvierbar.
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Beispiel: N-Widerlegung fiir Hornformeln
(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

N-Widerlegung

=} Avix-z} {x}  {z-wv} {y}

NS

{_'x’ ﬂz}

T

.

{~v}

/
L
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Beispiel: N-Widerlegung fiir Hornformeln
(vofalse) A (xAz—=v) Ax A (y—=2) Ay

N-Widerlegung ist zugleich Input-Wiederlegung

({w} O S S S {y})
AN / |
N K l

{_'X’ _'Z}

T

.

{~y}

/
L
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Formale Systeme

1. Teil: Formale Sprachen und Automaten

2. Teil: Aussagenlogik
— Grundbegriffe der Aussagenlogik

— Hornformeln

— SAT-Beweiser

— Resolution

— binare Entscheidungsgraphen

— quantifizierte Boolesche Formeln
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Formale Systeme

1. Teil: Formale Sprachen und Automaten

2. Teil: Aussagenlogik
— Grundbegriffe der Aussagenlogik

— Hornformeln
— SAT-Beweiser

— Resolution
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Binare Entscheidungsgraphen
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Binare Entscheidungsgraphen 5

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen
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Binare Entscheidungsgraphen

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen

f : Menge der Belegungen fir AP — {0,1}
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Binare Entscheidungsgraphen 5

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen
f : Menge der Belegungen fir AP — {0,1}

|ldee: Kompaktifizierung des Entscheidungsbaums
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Binare Entscheidungsgraphen

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.
F: ({xy,2} = {0,1}) > {0,1}, (x,y,2) = x A~z

|ldee: Kompaktifizierung des Entscheidungsbaums
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Binare Entscheidungsgraphen 6

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.
F: ({xy,2} = {0,1}) > {0,1}, (x,y,2) = x A~z

|ldee: Kompaktifizierung des Entscheidungsbaums
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante

-
Pi e
-
-

beliebige
Werte fir
y und z

\_ J
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante

ey
.
.
-
.
-
.
.
.
-
.
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante

-
Pi e
.
-
-
.
-
-
.
-
-
.
-

isomorphe
Teilbaume

Y
0
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Binare Entscheidungsgraphen 6

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante

A x ——> 1-Kante
E-,-" y
z

O
[y
o
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Binare Entscheidungsgraphen 6

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
X ——> 1-Kante

e y
: redundante
Verzweigung

O
[y
o
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Binare Entscheidungsgraphen 6

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
X ——> 1-Kante

ey
.
.
-
.
-
.
.
.
-
.

O
[y
o
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Binare Entscheidungsgraphen 6

Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
X ——> 1-Kante

ey
.
.
-
.
-
.
.
.
-
.

O |«
[y
o
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Binare Entscheidungsgraphen 6
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante

i
of [1
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Binare Entscheidungsgraphen .
Datenstruktur zur Darstellung von Schaltfunktionen, z.B.

f:({xy,z} —{0,1}) = {0,1}, f(x,y,z)=xA-z

----->  (0-Kante
——> 1-Kante

reduzierter
geordneter binarer
Entscheidungsgraph

S SEEEREEE

i
0
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Quantifizierte Boolesche Formeln (QBF)

239 /252



Quantifizierte Boolesche Formeln (QBF)

Erweiterung der Aussagenlogik um Quantoren

dx. o ‘“es gibt ein x € {0,1}, so dass « gilt”
Vx. a “fir alle x € {0,1} gilt "
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Quantifizierte Boolesche Formeln (QBF)

Erweiterung der Aussagenlogik um Quantoren

dx. o ‘“es gibt ein x € {0,1}, so dass « gilt”
Vx. a “fir alle x € {0,1} gilt "

Ausdrucksstarke wie Aussagenlogik, denn:
dx. a = «afx/false] V afx/true]
Vx.a = afx/false] A afx/true]

aber oftmals kompaktere Darstellungen
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Erweiterungen der Aussagenlogik
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Erweiterungen der Aussagenlogik

zur Darstellung von Eigenschaften relationaler
Strukturen, z.B. Graphen
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Erweiterungen der Aussagenlogik

zur Darstellung von Eigenschaften relationaler
Strukturen, z.B. Graphen

e Pradikatenlogik
dx. (griin(x) AVy.kante(x,y) )

V  “fur alle”
d “es gibt ein”
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Erweiterungen der Aussagenlogik

zur Darstellung von Eigenschaften relationaler
Strukturen, z.B. Graphen

e Pradikatenlogik (Logik erster Ordnung)
Ax. ( griin(x) A Vy.kante(x,y))

Quantoren uber Individuen N
einer festen Grundmenge

V  “fur alle”
d “es gibt ein”
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Erweiterungen der Aussagenlogik

40

zur Darstellung von Eigenschaften relationaler
Strukturen, z.B. Graphen

e Pradikatenlogik (Logik erster Ordnung)
Ax. ( griin(x) A Vy.kante(x,y))

e Logik zweiter Ordnung
(VP. P(x) + P(y)) — x=y

Quantifizierung tiber alle Mengen von Individuen
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Erweiterungen der Aussagenlogik

40

zur Darstellung von Eigenschaften relationaler
Strukturen, z.B. Graphen

e Pradikatenlogik (Logik erster Ordnung)
Ax. ( griin(x) A Vy.kante(x,y))

e Logik zweiter Ordnung
(VP. P(x) + P(y)) — x=y

Vorlesungen Theoretische Informatik und Logik
und Advanced Logics
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Erweiterungen der Aussagenlogik "

e modale Logik
(a)a “es gibt einen a-Nachfolger, fiir den a gilt"

[a]Ja  “fiir alle a-Nachfolger gilt "
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Erweiterungen der Aussagenlogik "

e modale Logik
(a)a “es gibt einen a-Nachfolger, fiir den a gilt"

[a]Ja  “fiir alle a-Nachfolger gilt "

e temporale Logik
Qa “a gilt irgendwann in der Zukunft”

Oa  “a gilt von nun an immer”
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Erweiterungen der Aussagenlogik "

e modale Logik
(a)a “es gibt einen a-Nachfolger, fiir den a gilt"

[a]Ja  “fiir alle a-Nachfolger gilt "

e temporale Logik
Qa “a gilt irgendwann in der Zukunft”

Oa  “a gilt von nun an immer”

Anwendung: Verifikation paralleler Systeme

Vorlesung “Model Checking”
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THE END



Lernraum und Probeklausur

Lernraum: Anmeldung siehe VL-Webseite

Fr, 3. Februar 14:50-16:20 INF/E10

Mo, 6. Februar 10:00-11:30 INF/E08
INF/E09
INF/E10

Probeklausur:

e siehe Webseite am Di, 31.01. (heute) nach der VL
e Besprechung in der letzten VL am Do, 02.02.
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