4. Kurztest
Formale Systeme

am 19.01.2012

Abkurzungen
A Konjunktion
\Y Disjunktion
= Negation
— syntaktischer Implikationsoperator
“— syntaktischer Aquivalenzsoperator
@ Paritatsoperator, XOR
= semantische Aquivalenz von Formeln
I+ logische Folgerung, Konsequenzrelation
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positive Normalform
konjunktive Normalform
disjunktive Normalform



Aufgabe K1 [Transformation zu KNF-Formel]

Transformieren Sie die aussagenlogische Formel
o ==(((XAY) = =2 A (xV =y))

via Aquivalenzumformungen in eine KNF-Fornfehit o = B.
Lésungsvorschlag:
a =-((=(XAY) V-2 A(XVY)) = ((XAY)AZ) V (-XAY)
= (YVX) A(ZVX) A (XVY)AYA(ZVY)



Aufgabe K2 [Erflullbarkeit, Folgerungen]

Seiena, 3 Formeln Uber einer nicht-leeren MengP von Aussagensymbolen.

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Beweisen Sieetlieffende Aussage oder geben
Sie ein Gegenbeispiel an.

(a) § ist genau dann unerfillbar, wenn es eine aussagenlogischeeku gibt, so dass:
FIFoaund§ Ik —a

(b) aist genau dann erftllbar, wenn es eine Forfhalit 3 I- a gibt.
(c) aist genau dann erflllbar, wenn es eine Forfhatlit a I 3 gibt.
(d) AusylFa Vv folgtylF a oderyl- (.

(e) Ausyl-aundol-Bfolgty<« ol a < f.

Lésungsvorschlag:

(a) richtig.

“=":falls § unerfillbar, dann kann agsjede Formel abgeleitet werden (Folgerung aus
Lemma4.10, S. 127)

“«<—="raus§ IFaundgFIF —a folgt § IF a A —a. Es gilta A —a = false, alsoF IF false.
Das ist nur méglich, fall§ unerfillbar ist, ddalse’ = 0 fiir beliebige Belegund gilt.

(b) falsch, ddalselt false

(c) richtig.
Einerseitso I —a, falls a erfullbar ist.
Andererseitsa I+ 3 gilt stets, wenra unerfillbar ist.

(d) falsch, z.By=xVvy,a=x,=y

(e) falsch, z.By= o =false,a, B beliebig, so dasa « 3 nicht gultig



Aufgabe K3 [Paritatsoperator (xor)]

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Dabei sigd Atome, also Elemente der zu-
grundeliegenden Meng& von Aussagensymbolen. Begriinden Sie Ihre Antwort.

(@) x@ (7y) =xey

(b) xVylFxay

(©) y< (yVX)IF (—=x) ®x
(d) (yey) ®zlF -x® (X8 2)

Losungsvorschlag:

(a) Richtig, denn fiur jede Beleguniggilt:

(x@(-y)'=1 gdw X #(-y)!
gdw X =y!
gdw (x<y)l=1

(b) Falsch, da fuk! =y = 1 gilt: (xvVy)! =1 und(x®y)! =0

(c) Richtig.
Es gilt (—x) & x = true und fur jede Formed gilt:
a |- true

(d) Falsch, da fiir jede Belegungmit z/ = 1 gilt:
(yoy)®2)' =1 und(-x® (x®2))" =0



Aufgabe K4 [FolgerungsrelationiF]

Ist die folgende Schlussfolgerung korrekt?

Seiena, b,c ganze Zahlen, die von 0 verschieden sind.

Wenna negativ ist, dann ist negativ. Wenrb positiv ist, dann ist negativ.
Daher gilt: Wenra negativ odec positiv ist, dann isb negativ.
Losungsvorschlag:

nicht korrekt.

Aussagex stehe fiura > 0,y fur b > 0 undzfur ¢ > 0.

Dann erhalten wir aus den obigen Aussagen— —zundy — —z

Wir wollen zeigen, dasg-x — —z) A (y — —2) I =XV z— -y qilt.

Wir suchen demzufolge eine nicht erflllende Belegurigr die Formel
o= ((-x—2) Aly—-2) = ((-xV2) = )

Damita’ = 0 wird, miissen sowohl die 3. als auch die 4. Implikation demt\Werhalten, d.h.
y! = 1. Die ersten beiden Implikationen miissen wahr werdenz4.0 (wegerny’ = 0). Des
weiteren kann man schlieRen, dads= 0 gelten muR, damit sict-xV z)! = 1 ergibt. Damit
kann auch—x — —z)! = 1 gesichert werden. Die Belegudgnit x! = 0,y! =1 undz/ =0 st

demzufolge eine nicht erfullende Belegung dir



Aufgabe K5 [aussagenlogische Formel tbex,, ..., ]

Geben Sie eine aussagenlogische Foumeln, deren Modelle genau diejenigen Belegungen
sind, fuir die die Anzahl an Atomex) mit xf = 1 nicht durch 3 teilbar ist.

Ldsungsvorschlag:

Angabe einer KNF mittels Maxterme. Die Maxterme sind alladdelnL; V ...V L,, so dass
Lj = xj oderLj = —xj, so dasgj € {1,...,n} : x/ = 1] ist durch 3 teilbar (d.haj = 0). Falls
xjf =1, soLj = —xj, andernfalld_j = x;. Die KNF ergibt sich als Konjunktion der Maxterme.



Aufgabe K6 [PNF]

Jeder PNF-Formel kann ein Polynom zugeordnet werden. tHggtzen wir

p(true) = 1
p(false) = 0
p(X) = X
p(—X) = 1-x
p(azAdz) = p(ag)-p(az)
p(arvaz) = p(az)+p(az)

Beispielsweise ist also

P(=XA(YV=2)) = (1-X)-(y+(1-2)).

(a) Zeigen Sie: Isti einePNF-Formel mitAtoms(a) = {X1,...,Xn}, SO gilt:

a erfullbar gdw. Z p(a)(by,...,bn) # 0.
(by,...bn)€{0,1}n

(Dabei wird p(a) als Funktion{0,1}" — R angeseherl; steht fir die Belegung des
Atomsx;.)

(b) Gilt die entsprechende Aussage auch fur beliebige auskagsrhe Formeln, wenn
p(—a) = 1— p(a) gesetzt wird?

Lésungsvorschlag:

a) Durch strukturelle Induktion sieht man leicht(a) > 0 und fiira erfullbar p(a) > 0. Es

gilt
a erfillbar < 3l furamita' =1« p(a) >0

b) Gegenbeispiela = trueV —(truevtrue). p(a) =1+ (1—(1+1)) =0



