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deterministischer endlicher Automat
nichtdeterministischer endlicher Automat
nichtdeterministischer Kellerautomat
Konjunktion

Disjunktion

Negation

syntaktischer Implikationsoperator
syntaktischer Aquivalenzsoperator
Paritatsoperator, XOR

semantische Aquivalenz von Formeln
logische Folgerung, Konsequenzrelation
disjunktive Normalform

konjunktive Normalform
Kommentarklammern



Aufgabe K1 [e-NFA -> DFA]

Gegeben ist folgenderNFA M

Skizzieren Sie einen aquivalenten DBA'. Geben Sie lhren Lésungsweg an. Falls dieser von

den Methoden der Vorlesung abweicht, ist die Korrektheibegrinden.

Antwort :

Entfernen dee-Transitionen gemaf Vorlesung:

(*

1) z und z3 werden zu Startzustanden, da sie vom Startzustamdit einer e-Transition er-

reichbar waren.

2) Zustande, die einen Folgezustand erreichen, dereeimansition besitzt, werden direkt mit
dem Nachfolgerknoten zu dem di€Transition hinfuhrt, verbunden.

")

Da

Hinweis: Der Zustand; konnte gestrichen werden, da von dort aus kein Endzustaeidigbar

ist.

Der aquivalente DFAM' (gemaR Potenzmengenkonstruktion):

a

4’{21,22723}

/_\

Y~ ]

O

b

{22, 23}

b

O

a



Aufgabe K2 [regulare Sprache]

Ist die folgende Sprache regular?
Ltakuta = {@™ :m> 1}
Begrunden Sie lhre Antwort.

Antwort:
AngenommerL ;auita Sei regular. Dann gibt es eine Pumpingzpht 1. Es giltx = a(P+)! ¢
Ltakuita Und|x| = (p+1)! > p. Gemal Pumping-Lemma ergibt sich dann:

Fir jede Zerlegung = uww gilt |uv| < p (somit auchv| < p) und|v| > 1 und es muftivw €
Lfakutar S€in. Wegerip+1)! = [x| = |juvw]| < |uv®w| = [uw| + V] < (p+ D!+ p< (p+1)! +
(p+1)*(p+1)! = (p+2)*((p+1)!) = (p+2)istaber(p+1)! < |uv’w| < (p+2)!, also ist
die Lange vorjuvzw] keine Fakultatszahl, d.hvzw¢ L takultat, WiderspruchL ¢ gt iSt somit
nicht regular.

andere Losungsvariante:

Man ermittelt fOrL ;o ug Mit = = {a} die Nerode-Aquivalenzklassen.
(*

Definition Nerode-Aquivalenz:

L C Z* und fir allex,y € Z*:

fur alleze Z* gilt:

X~y gaw { xzel < yzel

Die Aquivalenzklasse vore Z* bzgl.~: [X]., = {y€Z* :x ~ y}.

")

Behauptung:

Die Nerode-Aquivalenzklassen lauted., = {x} mitxe L(a"), d.h. jedes Wort der Form
a",n > 0 bildet eine eigene Aquivalenzklasse.

Beweis:

Angenommen es gibt zwei unterschiedliche Wontet a(k > 0),y = a"(n > 0) mit x,y €
Xt gy - ©-B-d-A. sein=k+d mitd > 1. Wir wahlen nun eirz = aP derart, dafk+ p eine
Fakultatszahty! (q € IN™) ergibt, fur die die Ungleichung*q! > d gelte. Dies ist stets mdglich,
da es beliebig grof3e Fakultatszahlen gibt. Damit giltf:=k+ p=q'undqg! < |yzZl =n+p=
k+d+p=qg'+d<g+gxqg =(g+1)xq = (q+1)!, d.h.xz€ Liakuta UNdyz ¢ Ltakulat-
Demzufolge giltX o1, 4 ¥ d.N.Y & [x]NLfaku”m, Widerspruch. Also bildet jedes Wort der Form

a",n > 0 eine eigene Aquivalenzklasse.
Schluf3folgerung:

Da es unendlich viele Wértef', n > 0 gibt, ist der Nerode-Index vdry gts unendlich. Daraus
folgt nach dem Satz von Myhill & Nerode, dal3 die Sprathgs nicht regulér ist.



Aufgabe K3 [NFA -> regularer Ausdruck]

Gegeben ist der folgende NFA

a

.o~ O
—{ q1 > 42 q3
U\_/
a
Geben Sie fur den NFA/ einen reguldren Ausdruak an, sodaly(a) = L(M). Verwenden
Sie daflr die Methode des dynamischen Programmierens.

A\

Antwort :

Es wird die in der Vorlesung vorgestellte Methode des dysah@n Programmierens verwen-
det:

(* Es werden dieZwischensprachen Li‘fj mit (hier) k =0,1,2,3 undi, j = 1,2,3 und die sie
beschreibenden reguldren Ausdriicié, j] betrachtet. Inhaltlich bedeutet

hochstens die Zw
Lij = {WG Z" | 3(gi,w) =q; und schenzustandql,...qk}
besucht werden

Daraus ergibt sich insbesondere flr die Startsprachen

L2 = {xe Z|8(qi,x) =qj} fri # |
L2 = {e}U{xe€ 2| 8(q,x) =G} furi= |

und als Rekursion
ktl _ gk K K #y k
Li,j - LLJ' U Li,k+l<|-k+1,k+1) Lk+1,j

bzw. fur die regularen Ausdricke:

o i, i1 = oi, j] + oKfi,k+ 1) (a¥[k+ 1, k+ 1)) ak[k+ 1, j]

*)

In unserem Fall ist die Sprachlé3 gesucht, deren regularer Ausdrurk1, 3] ist.

Also:

k=0
LY =e a’1,2]=a ‘1,3 =0
2,11 =0 a’2,2)=¢ 92,3 =b
03,11 =0 a’3,2] =a °3,3/=a+¢



atfi, j] = a®fi, j] + a®i,1)(a°[1,1))*0°[1, ]

al[l,] =€ + e’ =¢
al[1,2] =a
al[1,3]=0
al[2,1]=0
al[2,2] =¢
al[2,3]=b
al[3,1] =0
al[3,2] =a
al[3, 3 =a+¢
k=2
o?fi, j] =afi,j] + a'fi,2)(a’[2.2)" o’ (2 j]
a?[1,1] =¢
a’[1,2] =a
0%1,3] =0 + ac’b=ab
a’3,3|=a+ ¢+ acb=c+a+ab
k=3

o’fi, j] = o®fi, j] + o?fi,3)(a[3,3])"a*(3, j]

insbesondere wird nur benétigt

a3[1,3] =ab+ab(e + a + ab)*(¢ + a + ab)



Aufgabe K4 [Kontextfreie Grammatik]

Gegeben sei die kontextfreie Grammagknit dem Produktionssyster

S»AC|AB A—DAla B—EA C—BS D—a E-—b

Gehort das Woraababa zur Sprachel (G)?

Geben Sie im positiven Fall einen Ableitungsbaum fur dast\&foy argumentieren Sie im ne-
gativen Fall, warum das betreffende Wort nichtigG) liegt.

Antwort :

Die GrammatikG liegt bereits in Chomsky-Normalform vor.

{—1}

{— {—-}

s {—r {—-}

{—r {s {——-}+ {$

{At {—} {B} {——} {B}

{AD} {AD} {E} {AD} {E} {AD}
a a b a b a

Die Anwendung des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus drgiald das Woraabbaa nicht
in L(G) liegt, da das Startsymb@& der GrammatikG nicht in der obersten Zeile der Tabelle
enthalten ist.

Aufgabe K5 [Nichtdeterministischer Kellerautomat]

SeilL = {w € {a,b}* : #(w,a) ist durch 3 teilbar unav = xx® fir einx € {a, b}*}.
Dabei bedeutet@#v, a) die Anzahl ara’s im Wort w.

Gibt es einen NKAK mit L = L¢(X)? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Antwort :

Ja, daL = L1 N Ly mit der regularen Sprache = {#(w,a) ist durch 3 teilbay und der kon-
textfreien Sprachk, = {w: w = xx® fiir einx € {a,b}*} kontextfrei ist. (siehe Skript, Lemma
3.29, S.103)



Aufgabe K6 [Formale Definition]

Geben Sie die formale Definition fur dgeFreiheit kontextfreier Grammatiken an.
Antwort :

SeiG = (V,Z,P,S) eine CFGG heil3te-frei, falls gilt:

(1) AusA— efolgtA=S.

(2) FallsS— ¢, dann gibt ekeine RegelA — vy, so dassSin y vorkommit.

(siehe Skript, Definition 1.13, S. 15f)



Aufgabe K7 [Folgerungsrelationlt-, Aquivalenz, Gultigkeit]

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Begrinden &ieAitwort entweder durch den
Nachweis der betreffenden Aussage fur beliebige aussagjsohe Formel, 3,y oder durch
die Angabe eines konkreten Gegenbeispiels.

Seiena, 3,y beliebige aussagenlogische Formeln und undz Atome.

(@) Gilt{a,B} Iy, soistf — (-y— —a) eine Tautologie.
(b) Ist die folgende Aussage korrekt?

(a®B)ABay) =(ay)
(c) Ist die folgende Formel gultig?

(X y) = ((z&-%) = (YV-2)

Begrinden Sie lhre Antworten durch den Nachweis der betrééie Aussage oder durch die
Angabe eines konkreten Gegenbeispiels.

Antwort :

(a) Richtig.
Es gelte{a,B} I y. Sei I ein Modell firp. Zu zeigen ist, dassy — —a unter I wahr ist.
Fallsa’ = 1, so ist/ ein Modell fur{a, B} und somit auch fly. Dann aber ist—y)! =0
und somit(—y — —a)! = 1.
Fallsa’ =0, so ist(—a)! = 1 und somit ebenfall§-y — —a)! = 1.

(b) Falsch.

Wir wahlen eine Belegung mit a’ = 0,37 = 0 undy! = 0. Damit gilt (a ®B) A (B
y)! =0und(a < y)! =1, d.h. die Aquivalenz der Formeln gilt nicht.

(c) Richtig.
Wir nehmen zunachst an, dal3 die gegebene Formel nicht ggiltigann gibt es eine nicht
erfillende Belegung fir die Atomex,y und z. Wegen der Semantik der Implikation
gilt (x«< y)! =1 und ((z&—x) — (yVv-2))! =0, und somit auchiz® —-x)! = 1 und
(yVv -2)! = 0. Daher geltery! =0 undz’ = 1, und wegenz® —x)! =1 gilt x’ = 1.
Dann ist abefx <+ y)! = 0. Widerspruch. Damit ist die gegebene Formel giiltig.



Aufgabe K8 [Davis-Putnam-Algorithmus]

Gegeben ist folgende KNF-Formel

a = (sVt) A (-tVsvu) A (-sV—w) A (UV SV W)
A=UA (=rVw) A (uvV=r) A (-sV—w)

Skizzieren Sie den vom Davis-Putnam-Algorithmus geneneBaum, wenn (neben der Splitting-
Regel) die Unit- und die Pure-Literal-Regel (nicht aber didstumierungsregel) eingesetzt
werden.

Antwort:

-]

r/0 Pure-Literal-Regel

[(s\/t) AN (mtVsVu) A (msV-w) A (uV-asVw) A —u A (ﬂs\/ﬂw)]

u/0 Unit-Regel

[(s\/t) A (tVs) A (msV-w) A (msVw) A (ﬂsv—'w)]

s/0 Splitting-Regel s/1
t N —t [ﬂw/\w/\—'w]
t/1 Unit-Regel w/0 | Unit-Regel

a o



Aufgabe K9 [Resolutionsstrategien]

(a) Geben Sie fur die folgende Hornformel eine P-Widerlegam.

a = (XAYAW—Z)AWAVA (V= X) A (V—=Y)A—zZ
(b) Geben Sie fiur die folgende unerfillbare KNF-Formel dineare Widerlegung an.
B = (XVYVZA(-XVYVZ)A(=XVY)A(XV-yVz)A-z

Antwort :

(a) P-Widerlegung

{2, 7y, ~w, 2} {~w, w} v} {mv.yp {wy {2}

/\/
{v}
{~y, ~w Z}
{ﬁUJZ}

{_\Z} » I {_‘l',y,Z} {.I’, _‘y,Z} {_'.I', _'y}

(b) Lineare Herleitung

10



